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Wieviel Raum beansprucht ein
rotierender Wirfel?

Ein Wiirfel mit einer Kantenldnge 1 wird um eine seiner Raumdiagonalen rotiert.

Welches Volumen V' =V, +V, + V5 wird durch den dabei entstehenden Rotationskérper beansprucht?

Die Wiirfeldiagonalen haben alle je die Lénge \/g . Als Rotationsachse wéhlen wir die x —Achse vom Wiir-
felpunkt O(0,0,0) zum diagonal gegeniiberliegenden Wiirfelpunkt Z(\/g, 0,0). Die drei nun am néchsten

beim Ursprung liegenden anderen Wiirfelpunkte E, F und G bilden ein gleichseitiges Dreieck, welches in
einer Ebene senkrecht zur x —Achse steht, wie dies aus folgender Figur 1 ersichtlich wird:

Fig. 1: Projektion auf die x —z — Ebene und eine rdumliche Darstellung des rotierenden Wiirfels.

Die drei Punkte E, F und G haben untereinander einen Abstand von je \/5 und je einen Abstand 1 zum

3
Wiirfelpunkt O im Ursprung. Die Ebene dieser drei Punkte hat somit einen Abstand h ZT zum Ur-

sprung. Die anderen drei ebenfalls nicht auf der x —Achse liegenden Wiirfelpunkte H, I und J liegen in

3 _\B

einer ebenfalls senkrecht zur x —Achse stehenden Ebene, die einen Abstand \/— —T =27 vom Ur-
sprung hat.

Der rotierende Wiirfelteil im ersten Drittel der Wiirfeldiagonale beansprucht bei der Rotation um diese Ach-

3 6
se das Volumen eines Kegels mit der Hohe h = T und dem Radius r = T, was ein Kegelvolumen von

27r\/§
27
Diagonale ein.

1

ergibt. Das gleiche Volumen V; =V, nimmt der dazu kongruente Kegel im dritten Drittel der
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Etwas schwieriger ist es, das Volumen V/, des Rotationskdrpers im Mitteldrittel des rotierenden Wiirfels zu

berechnen. Dieses ist durch eine Kurve begrenzt, welche in der obigen Figur 1 mit k bezeichnet wurde. Die-

se Kurve ist die Einhiillende aller Projektionen der Verbindungsgeraden von Wiirfelpunkten wie z. B. G und
H auf die x—z — Ebene.

Fig. 2: Projektion des Wiirfels auf
die y —z — Ebene.

Der Punkt G hat bei der Rotation um die x—Achse die Koordinaten
3 .
G ?,r -cos(@),r-sin(@) |.

Der Punkt H ist dabei, in Blickrichtung der x —Achse, um einen
Winkel von 60° verdreht, wie das in der nebenstehenden Figur 2
dargestellt ist. Der Punkt H hat darum die Koordinaten

H (%, r-cos(@+60°),r-sin(p+ 60°)J .

J3/3 3/3

Die Gerade GH hat damit die Gleichung s =|r-cos(p) [+A-| r-(cos(@+60°)—cos(p)) |.

r-sin(o) r-(sin(@ + 60°) —sin(¢))

Die Projektion dieser Geraden GH auf die x — z — Ebene ist die Gerade

z
0.8

N

r-sin() r-(sin(¢ + 60°) —sin(¢))

B3

+A- 0 =

N O =

Daraus kann durch Eliminieren von A die Geradenschar

0.6

z(x,p) = %((\/5~x—1)-cos(qo)+ (x/g—x)'sin(go)) (GL. *)

0.4

gefunden werden; die Strecke GH liegt auf einer dieser Gera-

0.2
0

den.
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3 In der nebenstehenden Figur 3 sind fiir Winkelintervalle Ag

-0.4

e

X

von je 10° die jeweiligen Projektionen der Strecke GH in die

x—z—Ebene wiedergegeben, zusammen mit deren in Gelb

-0.6
-0.8

eingezeichneten einhiillenden Kurve k.

7

N

Fig. 3: Projektionen der Wiirfelkante GH .

Jetzt muss diese einhiillende Kurve der Schargeraden aber noch gefunden werden! Dazu wird die Ableitung

von z(x,®) (s. Gl *)nach ¢ gleich Null gesetzt und die entstehende Gleichung nach ¢ aufgeldst.
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Das ergibt den Winkel ¢ = arctan( J Dieser Term fiir ¢ wird in der Gl. * eingesetzt, was die

3—x
\/g-x—l

Gleichung der Einhiillenden ergibt: z(x) = i\/ 2— 2\/§ x+2x%.

2
72 (x - \/g / 2)
Die Einhiillende ist eine Hyperbel mit der Gleichung - =1.

(\/5/2)2 (1/2)°

\\5 ........... Thr Graph ist die volumenbegrenzende Kurve des rotierenden Wiir-

B2

fels im Intervall — < x < —3 .
3 3

5 — 32 Damit kann das in diesem Intervall vom rotierenden Wiirfel in

B I A R Anspruch genommene Volumen V, berechnet werden:

Ve 213 243
: V,=x- .[ z(x)dx=r-7- J (2—2\/§x+2x2)dx.
13 Q)

Sﬂ\/g

Dieses Integral fiir V, ist gleich 7 .

Fig. 4: Einhiillende k mit ihren Tangenten.

Das gesamte vom rotierenden Wiirfel beanspruchte Volumen V' ergibt sich damit wie folgt:

V=v+v,+V, =

27r\/§ 57[«/3 27z\/§ 7Z'\/§
7 a7 EN

27 27

Fig. 5: Wiirfel mit seinem bei der Rotation beanspruchten Volumen in einer typischen Lage.

Literatur: Zum Bild in Fig. 5:

Rob Johnson, https://math.stackexchange.com/questions/115743/question-about-a-rotating-cube.
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