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Summe der Quadrate der Abstéinde von
einem Umkreispunkt zv den Seiten-
geraden eines regelméissigen n-Ecks

Gegeben sei ein regelmissiges n-Eck (n > 2), das im Einheitskreis
mit Zentrum O einbeschrieben ist. Gesucht ist die Summe S aller
Quadrate der Abstédnde, die von einem beliebigen Punkt P des Ein-
heitskreises aus zu den Seitengeraden des Vielecks gemessen werden:

n—1
S=Y d
k=0

Da wir mit komplexen Zahlen rechnen werden, ist eine mathematische
Vorbereitungen notwendig.

Summenformeln

Wir betrachten in der komplexen Zahlenebene fiir ¢ = 27” und k € {0,1,...,n— 1} die n n-ten Einheitswurzeln
A\, = e*® die ein regelmissiges n-Eck im Einheitskreis bilden. Es gilt \xA;1 = Agy1, so dass fiir die Summe
s = Zz;(l] A gilt s\ = ZZ;& Agt1. Danun A\, = 1 = ), folgt s\; = ZZ;& Ar und somit s = s\; oder
s(1 = A1) =0. Da A1 # 1, folgt s = 0, was physikalisch klar ist, da der Schwerpunkt von n Einheitsmassen in
den Ecken des n-Ecks im Ursprung liegt. Wir halten fiir beliebiges 3 fest:

i
L

n—1 n—1
(cos(kp + B) +1-sin(ke + B)) = Z el(ko+8) _ B Z e =5 =0
k=0 k=0

x>~
Il

0

Das bedeutet fiir den Real- und Imaginérteil Zz;é cos(k¢ + B) = 0 und ZZ;S sin(k¢ + B) = 0. Nun gilt aber
auch fiir n > 2

n—1 n—1
Z(el(k¢+ﬁ))2 — 2B . Z(e1k¢)2 —0.
k=0 k=0

Anhand der folgenden Bilder macht man sich klar, dass das Verdoppeln der Zentriwinkel bei allen Ecken eines
regelméssigen n-Ecks, also beim Quadrieren der n-ten Einheitswurzeln, im Fall n ungerade die Ecken des gleichen
regelméssigen n-Ecks erreicht werden und die Summe demzufolge Null ist. Im Fall, dass n gerade ist, werden die
Ecken eines §-Ecks doppelt belegt, was wiederum die Summe Null zur Folge hat. Natiirlich kénnte man diese
Tatsache auch rein rechnerisch nachweisen.

Damit erhalten wir einerseits

n—1 n—1 n—1
Z e 2ket8) — 0 also Z cos(2(k¢ + ) =0 und Z sin(2(k¢ + 5)) =0
k=0 k=0 k=0
und andererseits . )
Z:(ei(kqb“j))2 = Z(cos(kqb + B) +isin(ké + 8))2 =0 oder
k=0 k=0
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n—1 n—1 n—1
Z cos? (ko + B) — Z sin? (k¢ 4 ) + 2i Z sin(k¢ + B) cos(k¢p+ 5) =0 .
k=0 k=0 k=0

Der dritte Summand 21y}~ ! sin(ko + B) cos(k¢ + B) kann als iy, ! sin(2(k¢ + B)) geschrieben werden und
ist geméiss der ersten obigen Folgerung gleich Null. So erhalten wir die bemerkenswerte Beziehung, dass sie

Summen fiir Sinus und fiir Cosinus gleich sind: Zz;é cos?(kp + B) = Y1_ é sin?(k¢ + ). Zusammen mit

Sz 0cos (k¢ + B) + > ps Osm (ko +pB) = Z;élznfolgt
n—1 n—1
> cos*(kp+B) =Y sin*(kg+ ) =
k=0 k=0

Berechnung von 7 und S

Kehren wir zuriick zum regelméssigen n-Eck, dessen Ecken die n-ten
Einheitswurzeln in der komplexen Ebene sind. Zuerst berechnen wir
in der nebenstehenden Figur die Summe T der Quadrate der k rot
eingezeichneten Strecken My F}, welche zwischen den Seitenmitten
My, und den Lotfusspunkten F}, liegen. Der Punkt P habe den Winkel
a gegentiber der reellen Achse. Da |OP| = 1 sieht man am besten
im Fall £ = 1 mit Hilfe des gelben rechtwinkligen Trapezes, dass
|MFy| = sin(@ — ). Fir k& = 2 ist der Winkel % — « bereits
stumpf. Trotzdem ist |MyFs| = Sin(% — «). Die Formel gilt auch fiir
k = 0 und die iibrigen k. Somit sind die Léngen der roten Strecken
sin(% — ), s1n(3¢ ), s1n(5¢ Q),... ,sin(@ — ). So erhalten
wir mit § = ¢ — o und der vorangehenden Berechnung

n—1
T= Z (Wa)kzsin2<k¢+(§a>z.
=0

Nun ist das Triagheitsmoment Jo der n Einheitsmassen in den Seitenmitten (schwarze Punkte) beziiglich O

gleich Jo = n - cos? % und beziiglich P nach dem Satz von Steiner

Jp:n~cos2§+n'12:n(1—l—(3082§).

Es ist aber Jp gleich der Summe der Quadrate der griin eingezeichneten Strecken, da wir Einheitsmassen auf
die schwarzen Punkte gesetzt haben. Daher ist die Summe der Quadrate der blauen Lotstrecken, also S, nach
dem Satz von Pythagoras gleich die Summe der griinen Quadrate minus die Summe der roten Quadrate.

29

2)fgzﬁ+ncoszg.

=n(l
S =n(1+ cos 5 5
Im Spezialfall n = 3 ist ¢ = 120° und somit S =2 +3-1 =9 also S = h? (h = Hohe des Dreiecks).

Die gefundene Formel fiir S konnte auch als Trigheitsmoment interpretiert werden, né&mlich der
n Einheitsmassen beziiglich eines beliebigen Punktes @, der auf einem zum Einheitskreis konzentrischen Kreis
mit Radius % liegt. Ausgehend von Jp wére dann wiederum nach dem Satz von Steiner

2
1
JQ:n-cosz(2b+n~(\/§> :g—l—ncosZg.
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