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Le polynéome tangio-sécant

Le présent article provient d’'un texte soumis & la CRM par le premier auteur, complété avec des cas
particuliers donnés par le second.

1 Généralité

On considere un point P(zg;yp) dans le plan et une fonction
polynomiale f de degré n > 1. Les éventuelles tangentes au \ Ps
graphe de f passant par P touchent ce graphe en des points
Py, P, ..., P;. Nous allons fournir un polynéme g de degré in- P,
férieur a n dont le graphe passe par tous ces points. Nous ’ap-
pellerons polyndome tangio-sécant de f par rapport au point P.

Y

La tangente au graphe de f en un point P;(z;; y;) admet 1’équa-
tion y = f(z;) + f'(x;)(x — ;). Si cette tangente doit passer
par P(zo;y0), on a alors yo = f(z;) + f'(x:)(x0 — ).

Les abscisses © = x; des points de contact P; (i = 1,2,...,¢) vérifient donc 1’équation

—f(x) = (z0 — 2)f'(x) — yo.

En ajoutant k - f(x) avec un nombre k # 1, on obtient I’équation équivalente

(k= 1f(x) =k f(z) + (xo — 2)f'(x) — o,

1

Cest-andire f(z) = gu(x) avee gi(r) = —— (k- f(z) + (20 — 2)'(x) — ).

Si le polynome f est de degré n > 1, avec un mondéme dominant a,z", alors le mondéme potentiellement
(k —n)a, ,

dominant de g est 1 Si on veut minimiser le degré de g, on doit considérer k = n.

Ainsi, le polynéme g(z) = g,(x) = 1 (n-f(z)+ (xo—2z) f'(x) —yo) est de degré strictement inférieur
n —_—
a celui de f(z). Son graphe passe par tous les points Pj, Ps, ..., Py, obtenus par intersection avec le

graphe de f. Pour un polynéme f(z) = a 2" + a,_12" ' 4+ - -+ + as2? + a1z + ag avec a, # 0, on a

= - i 1 (an_la:n—l + 292" 2 4+ (n — 2)a2x2 + (n — 1)ayz + nao

+ napzor™ !t + (n — Dap_1202" 2 + - - - + 2a0207 + a1z — yo)

1
-1 <(a"_1 + nanzo) 2"t + (2an-2 + (0 — D)ay—120) 2" >

N ((n —1)ay + 2a2x0)x + (nao + a1xo — @/0))-
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2 Lecasn=2

Si f(x) = ax® + bx + ¢ avec a # 0, alors le polynome tangio-sécant par rapport a P(xg;yo) est
g(x) = (2az9 + b)x + (bxo + 2¢ — yo). Pour trouver I’abscisse des points de contact entre la parabole
y = f(x) et ses tangentes passant par P(xo;yp), on peut résoudre I'équation f(x) = g(x), c’est-a-dire

az® + bx + ¢ = (2azo + b)z + (bxo + 2¢ — Wo),

az® — 2azox + (yo — ¢ — bxg) = 0.
Le discriminant de cette équation quadratique est

A = 4a*x3 — da(yo — ¢ — bxoy) = 4a(axd + bxg + ¢ — yo) = 4a(f -
2 + VA 2 + 24/ — /
et les solutions sont x = ax02 = 470 ;L(f(lio) yO)
a a

La parabole d’équation y = f(z) admet donc deux, une ou aucune tangente passant par P, selon que
le produit a(f(zo) — yo) est positif, nul ou négatif, ce qui signifie respectivement que le point P se
trouve a l'extérieur de la parabole (fig.1), sur la parabole (fig.2), ou a U'intérieur de la parabole (fig.3).

// Kﬁg.l / fig.2 / fig.3

Représenté en bleu dans les illustrations ci-dessus, le graphe du polynome tangio-sécant est la droite d
passant par les deux points de contact dans le premier cas, ou I'unique tangente dans le deuxiéme. On
peut également donner une interprétation géométrique dans le troisieéme cas (qui reste valable dans
les deux premiers) : la projection verticale de P sur la parabole est un point P* et la droite d passe
par le symétrique de P par rapport a P*, parallelement a la tangente a la parabole en P*.

Preuve. Le projeté vertical de P(xo;yo) sur la parabole y = ax? + bz + ¢ est P*(zo; ax3 + bzo + ¢).
Le symétrique de P par rapport a P* est S(zq;2ax3 + 2bxo + 2¢ — yo) (il suffit de contréler que
le barycentre de P et S est bien P*). On vérifie facilement que ce point se trouve sur la droite d
d’équation y = (2axo + b)z + (bzg + 2¢ — yp). De plus, la tangente a la parabole en P* admet la pente
f'(xo) = 2axo + b, ce qui correspond bien a la pente de la droite d. O

3 Lecasn=3

Si f(z) = ax® + bx? + cx + d avec a # 0, alors le polyndme tangio-sécant par rapport a P(xo; o)

3 b 3d —
est g(x) = (%) 22 + (brg + )z + (M
passant par P correspond au nombre de solutions de I'équation f(z) = g(z), c’est-a-dire au nombre
de zéros de h(z) = f(x) — g(x). On a

. Le nombre de tangentes au graphe de f

W(z) = f'(x) — ¢'(x) = 3az® + (b — 3axo)z — bao.
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Le discriminant associé a cette fonction quadratique est
A = (b— 3ax)* + 12abxg = b* — 6abxzy + (3ax)* + 12abx = b* + 6abxy + (3ax)? = (b + 3axg)?
et si b+ 3axg # 0, le graphe de h admet deux points & tangente horizontale distincts d’abscisses

—b + 3azxg £ (b + 3axo) { —b}
T = €90, — ¢ -
6a 3

—b
Remarquons au passage que z = e est l'abscisse du point d’inflexion de la cubique y = f(z).
a

On a h'(z) = 6ax + (b — 3axg) et on peut vérifier que h” (32) = —(b+ 3azg) = —h"(z0) # 0. On
en déduit qu'un des points a tangente horizontale est un minimum alors que 'autre est un maximum
(on peut également raisonner avec le tableau de variation de h). Si h(xg) - h (g—;’) < 0, alors h(x)
s’annule trois fois (dont une fois exactement entre xo et g—;), donc Iéquation f(x) = g(x) a trois
solutions. D’un point de vue géométrique, la cubique d’équation y = f(z) possede trois tangentes qui

passent par P et la parabole d’équation y = g(z) passe par les trois points de tangence.

1 1
Application. Pour f(z) = —(2® — 72? — 302 + 50) et P(—3;2), on a g(z) = —— (822 + 9z — 70).
50 50

—b
Les nombres zg = —3 et 3% = g sont différents et on a f(—3) > g(—3) alors que f g <g g)
a

(on peut le constater dans l'illustration ci-dessous). La cubique d’équation y = f(x) admet donc trois

tangentes passant par P. Les abscisses A
des points de contact sont les solutions

de I'équation f(z) = g(z), que 'on peut \ y = f()
estimer par une méthode numérique : \ Z
- 21 = —4.61, donc Py(—4.61; —1.17) :

- x9 = —0.95, donc P»(—0.95;1.43)
- x3 = 4.56, donc P3(4.56; —2.75)

4 Exemple (bien choisi) dans le cas n = 4

On consideére le point P (2; —%) et le polynome

1

flz) = 51‘4 — 2%+ 1.
Le polynome tangio-sécant associé est alors g(z) = 3 — 222 + %
Résoudre l'équation f(x) = g(z) revient a trouver les zéros de

h(z) = f(z)—g(z) = 1(z*—423+42%—1). On devine la solution z = 1
et donc la factorisation h(z) = §(z — 1)(2® — 32% + z + 1). Comme le
facteur cubique s’annule en x = 1, on peut le factoriser par (z — 1) et
on trouve h(z) = (z—1)-(z—1)(2? —22—1) = 3(z—1)?(2? -2z —1).

Le facteur quadratique admet le discriminant A =4 —(—4) = 8 et les / \fi
z€ros —
y=g(x)
x:2i\/§:2i2\/§:1i\/§.

2 2
Il y a donc trois tangentes au graphe de f passant par P et les abscisses des points de tangence sont
r=1,2=1—-+v2et z=1++2. Le fait que z = 1 soit une racine double de h implique que les
graphes de f et de g sont tangents au point d’abscisse z = 1 : si f(z) — g(z) = (z — 1)2Q(x), alors
F@) = o) _

r—1

—1)Q(z) et, en prenant la limite lorsque x tend vers 1, f'(1) — ¢’(1) = 0.
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