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Evolventenpendel

1 Einleitung

Das Evolventenpendel ist ein Fadenpendel, das um einen horizontalen Zylinder gewickelt ist, siche Abbil-
dung 1. Wird es angestossen, bewegt sich der Pendelkorper (Massenpunkt) auf einer Kreisevolventen. Der
Faden ist stets tangential zum Kreis gespannt. Wie bewegt sich das Pendel? Die Bewegung erfolge in einer
vertikalen Ebene senkrecht zur Zylinderachse. Uberschlige, die bei starker Anregung moglich wiren, wollen
wir ignorieren, ebenso Kollisionen mit dem Zylinder.

Abbildung 1: Evolventenpendel

Ein Fadenpendel ist um eine horizontale, zylindrische Stange mit
Radius r gewickelt. Die Stange erscheint im Querschnitt als Kreis.
Ein kartesisches Koordinatensystem habe den Ursprung im Kreis-
zentrum, die Abszissenachse (x) liege auf dem horizontalen Kreis-
durchmesser und die Ordinatenachse (y) auf dem vertikalen. Der
Faden tangiere bei (r, @) den Kreis, der momentane Winkel ¢ wird
auch vom gespannten Faden und der Vertikalen eingeschlossen.
Im Gleichgewicht ist ¢ = 0 und der frei hingende Faden habe die
Linge €. Wird der Faden bis zum Winkel ¢ ausgelenkt, so wird die
Linge ro vom Kreis abgewickelt und die freie Fadenlinge verlin-
gert sich auf €y + re. Fiir ¢ < 0 verkiirzt sich die Linge entspre-
chend.

2 Theorie

Die Bahn des Pendelkorpers in Abb. 1 ist eine Kreisevolvente (engl. involute of a circle). Parametrisiert mit
dem Winkel ¢ sind die Koordinaten

(x)=r(?s¢)+«b+r¢% S‘i“‘"’) )

y sing —Cos
Der minimal moégliche Auslenkwinkel ist dort, wo das Pendel links gegen den Zylinder schlégt:

@min = —to/7 (= —-m/2 in Abb.1) 2)

Die momentane Geschwindigkeit ist

X cos
H=mﬂmw@(¢y 3)
y sin ¢
2.1 Energie
Die kinetische Energie ist
T = %m (sz + y'2) = %m (o + ro)? ¢@* 4
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Die potentielle Energie ist
V = mgy = mgrsinp — mg(£y + re) cos ¢ 5)

Da die Gesamtenergie E = T + V erhalten ist, muss die zeitliche Ableitung verschwinden

dE d , .
T {%m (b + @) ¢* + mgrsin g — mg(£y + re) cos cp} =0 6)
(...)
. gsing +r¢
= 7
4 o+ ro ™

Fiir kleine Winkel (|¢| < 7/2) und Winkelgeschwindigkeiten (|¢|) geht sie in die Bewegungsgleichung des
mathematischen Pendels iiber. Dieselbe Differentialgleichung folgt auch mit Lagrange-Mechanik.

Die maximale Auslenkung ¢n,.x > 0 auf der freien Seite bestimmt den Betrag der maximalen Winkelgeschwin-
digkeit @max in der Gleichgewichtslage bei ¢ = 0:
To + Vinin = 0 + Vinax (8)

%Z(Z)Qbrznax - gty = gr sin Ymax — &(lo + rPmax) COS Ymax )
Die umgekehrte Rechnung (¢max — ¢max) fiithrt leider auf eine transzendente Gleichung. Falls das Pendel die
Gleichgewichtslage zu schnell nach links passiert, kann der Pendelkorper gegen den Zylinder schlagen.
2.2 Numerische Intergration der Bewegungsgleichung

Abbildung 2 zeigt zwei numerische Integrationen. Die Bewegungsgleichung (7) wurde mit dem Euler-Cromer-
Verfahren in Python gel6st und graphisch dargestellt.

Abbildung 2: Zwei Bahnen eines Evolventenpendels
Die Parameterwerte sind

r=10m, g=981mundly=r-n/2

Die griine Bahn ist fiir eher kleine Auslenkungen,
die rote fiir maximal grosse. Bei den gewdhlten
Zahlen ist der minimale Ausschlag ¢ni, = -—n/2.
Wird das Pendel stirker angestossen, schligt es ge-
gen den Zylinder. Fiir ganz kleine Amplituden ergibt
sich eine Schwingungsdauer von T = 2m+\lly/g =
27+/1.0m - 7/(2-9.81m/s2) = 2.514s, was zur grii-
nen Kurve passt. Die Schwingungsdauer wéchst mit der
Amplitude leicht an. -15 .
Die Bahnen sind periodisch, aber unsymmetrisch be- 0.0 25 5.0 7.5 10.0
ziiglich ¢ = 0. Die Amplitude nimmt wegen Diskretisie- t (s)

rungsfehlern mit der Zeit leicht ab.

¢ (rad)

September 2024 Nummer 156 35



VSMP - SSPMP- SSIMF

3 Experiment

Ich nahm ein hohes, zylindrisches Glasgefiss von etwa 25 cm Durchmesser und lege es horizontal auf zwei
Holzkl6tze. Dann klebte ich den Faden, an dem der kleine Pendelkorper hing, oben auf das Glas. Das Pendel
konnte vor dem Tisch frei schwingen. Die Situation entsprach etwa Abbildung 1. Die Bewegung wurde mit dem
Mobiltelefon videographiert, mit dem Gratis-Programm Tracker! analysiert und mit der in Python numerisch
integrierten Bewegungsgleichung (7) verglichen, siehe Abbildung 3.
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Abbildung 3: Gemessene Bahn (griine Punkte) und berechnete Bahn (rote Linie) eines Evolventenpendels.
Die Theoriekurve wurde “von Hand” an die Messdaten gefittet. Die Parameterwerte sind r = 0.125m, {y =
0.2051 m und g = 9.81 m/s?. Die Déimpfung wurde in der Simulation weggelassen.

4 Diskussion

Nicht jede Schwingung ist sinusférmig (harmonisch). Nicht jede Schwingung ist symmetrisch. Nicht jede
Schwingung hat eine Periode, die unabhingig von der Amplitude ist. Nicht jede Schwingung ist periodisch.

Die Theorie und die Messungen zum Evolventenpendel sind anspruchsvoll, wiren aber mit einer guten Klasse
oder als Projekt durchaus machbar.

Der symmetrische Fall, bei dem der Faden zwischen zwei Zylindern eingeklemmt ist, wurde schon von Huy-
gens betrachtet. Es war ein friiher Versuch, eine genau laufende Pendeluhr zu konstruieren.? Spiter erfand er
das bekanntere Zykloidenpendel. Das Fadenpendel zwischen zwei Zylindern ist immer noch Gegenstand der
Forschung.? Der unsymmetrische Fall, d.h. nur auf einer Seite ein Zylinder, wurde auch schon betrachtet, sogar

mit elastischem Faden.*
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