Bulletin

Schwingungen Ill: Die Gleichung von Duffing Teil 2A
Urs Kirchgraber, kirchgra@math.ethz.ch

“.. , geniigen lineare Modelle nicht mehr zur Erkldrung. Das menschliche Gehirn kann jedoch mnichtlineare

Prozesse schlecht oder tiberhaupt nicht nachvollziehen, deshalb kommt die Mathematik ins Spiel.”

Dagmar Iber, Professorin fiir Computational Biology an der ETH Ziirich

1

Die Differenzialgleichung (Dgl) des harmonischen Oszillators
j+y=0 (1)
ist eine der einfachsten und eine Art Grundgleichung der Schwingungslehre. Mit
y(t) = ¢q cos (t) + cosin (t) (2)
sind ihre sdmtlichen Losungen erfasst. Dabei bezeichnen cj, co beliebig wihlbare Konstanten/Zahlen.

Im Spezialfall ¢; = ¢y = 0 gilt:
y(t) = 0 fur alle ¢ (3)

Das bedeutet: Der Schwinger befindet sich in Ruhe. Fiir jede andere Wahl von ¢y, ¢ fiihrt der Schwin-
ger, wie es seinem Namen gebiihrt, Schwingungen aus. Dabei ist die Periode T der Schwingung unab-
héngig von der Wahl von ¢, co immer gleich gross:

T =2n

Die Schwingungen (2) werden als harmonisch bezeichnet. Die Dgl (1) beschreibt ein einfaches aber
sehr grundlegendes schwingungsfahiges System.

2

Interessant kann es werden wenn man etwas von der einfachen Situation abweicht, die durch Glei-
chung (1) beschrieben wird und den harmonischen Oszillator stért, wie man sagt. Das Wort “storen”
soll zum Ausdruck bringen, dass Gleichung (1) nur geringfiigig verandert werden soll. Um die Stérke
der Abweichung von (1) steuern zu kénnen fiihrt man héufig einen sogenannten

kleinen Parameter €
ein und betrachtet an Stelle von (1) eine Familie von Differenzialgleichungen
y+y=eg (4)
Der Parameter € wird dabei als positiv, aber hinreichend klein gedacht. Das heisst er “lebt” im Intervall

(0, €o)

n: “Frau Iber, ldsst sich das Leben mit Mathematik erkliren?”, Ziircher Wirtschaftsmagazin 2 /2014, p. 10-13.
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wobei € so klein wie nétig gewahlt wird.

Je nach der Wahl der Funktion g, die die Stérung bestimmt, variiert der Schwierigkeitsgrad des Problems
(4). Im einfachsten Fall ist g lediglich eine Funktion von y:

g9=9) (5)

Im n#chst schwierigeren Fall ist g eine Funktion von y und g:

9=99) (6)

Schliesslich erhélt man den schwierigsten Fall, wenn ¢ zusédtzlich von der unabhéngigen Variablen t
abhéngt:

g9=9ty,9) (7)

Es soll ein fiir allemal die Voraussetzung gemacht werden, dass g eine hinreichend requlire Funktion
ihrer drei Argumente ¢, y, v ist. Dabei habe ich zur grésseren Klarheit v an Stelle von g geschrieben,
also g(t,y,v) statt g(t,y,y). Je nach Wahl von g erhélt man beriihmte Gleichungen:

g(t,y,v) = ay+by®, a,bKonstante
glt,y,v) = (A—y? (8)
g(t,y,'l)) = 2vy-— 20v +"Yy3 + 2 cos (t)

Mit der ersten Wahl (8) wird eine schwach nichtlineare Feder modelliert, die zweite Wahl (8) ergibt
die sogenannte van der Pol-Gleichung, siehe “Schwingungen II: Die Gleichung von van der Pol’; dort
Gleichung (1), und die dritte Wahl (8) die Duffing-Gleichung, siche “Schwingungen III: Die Gleichung
von Duffing Teil 17, Gleichung (30).

Eine Losung der Dgl (4) ist eine (mindestens zweimal stetig differenzierbare) Funktion y(t), fiir die

i(t) +y(t) = eg(t, y(1),5(t), ) (9)

im Definitionsbereich von y(t) gilt.

Typischerweise ist es nicht moglich, Losungen von (4) mit Hilfe von bekannten Funktionen zu beschrei-
ben. Man versucht daher (4) approzimativ zu 16sen und auf diese Weise Information iiber die Losungen
von (4) zu gewinnen.

Naheliegend ist, das Problem mit Hilfe eines numerischen Solvers anzugehen. Das ist aber in dieser
Situation aus verschiedenen Griinden oft kein guter Weg. Bei einem numerischen Vorgehen muss man
Anfangsbedingungen (in unserem Fall also die Werte fiir y(0) und ¢(0)) festlegen. Wie die Wahlen 1 und
3 in (8) fiir g zeigen, hingt die Dgl (4) nicht nur vom Parameter €, sondern unter Umstdnden noch von
mehreren weiteren Parametern ab, die man fiir eine numerische Integration samt und sonders festlegen
muss. Und schliesslich gibt es eine weitere gewichtige Schwierigkeit, die damit zusammenhéngt, dass
das Ziel hier sein soll, quasi den Grenzfall
e — 0

zu studieren.
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3

Losungen von Differenzialgleichungen héngen unter sehr wenig einschriankenden Bedingungen reguldr
von den Anfangsbedingungen und allfillig vorhandenen Parametern ab®. Bezogen auf (4) heisst das
folgendes.

Betrachten wie eine Familie von Lésungen
y(t,e)

von (4) (zum Beispiel indem wir die Anfangsbedingungen spezifizieren, etwa y(0) = 1, (0) = 0 setzen,
und allenfalls in der Dgl vorkommende Parameter fixieren). Denken wir uns eine positive Zahl T
(beliebig gross, aber fest3) gewiihlt. Dann gilt auf Grund des EER-Satzes:

max |y(t,e) —y(t,0)] — 0 fir e — 0 (10)

t€[0,T]
Das bedeutet: Auf dem Zeitintervall

te0,T] (11)

kann sich die Storung eg fiir € > 0, hinreichend klein, gar nicht richtig auswirken — sie hat sozusagen gar
nicht genug Zeit Wirkung aufzubauen, um die zu Grunde liegende harmonische Schwingung nachhaltig
zu beeinflussen.

Um das zu bewirken, muss man die Stérung sich “lénger einmischen lassen”. Wie lange?
Klar — wenn man an Stelle von (11) das Intervall
t € [0,00) (12)

ins Auge fasst, dann sollte sich der Einfluss der Storung auswirken kénnen. Nur — das ist eine sehr
lange Zeit, sodass leider eine sehr schwierige Aufgabe resultiert.

Zum Gliick gibt es etwas dazwischen. Die Kleinheit der Stérung in (4) wird ja mit Hilfe des Parameters
€ “gemessen”. Da ist es verlockend auch das Zeitintervall, wihrend dessen man die Stérung sich auf
den harmonischen Oszillator einwirken ldsst, mit dem Parameter € in Verbindung zu bringen. Wir
wiinschen daher ein Zeitintervall das wdchst, wenn e abnimmt. Sei L > 0 (beliebig gross, aber fest
gewdhlt) und fassen wir das Zeitintervall

teo, é] (13)

ins Auge. Es wird als expandierend bezeichnet, weil es umso grosser ist, je kleiner e ist.
Das (Wunsch-) Ziel ist, Aussagen iiber das Verhalten der Losungen von (4) zu machen, die (mindestens)
fiir das Zeitintervall (13) gelten, und zwar fiir alle postivien Werte von ¢, die kleiner als eine geeignet

gewahlte Schranke ¢q sind.

Die Hoffnung ist, dass diese Fragestellung interessant, aber nicht zu schwierig ist.

4

Ein bewadhrter Losungsansatz in der Mathematik ist, ein Problem durch Transformation in eine mog-
lichst einfache Form zu bringen ehe man es endgiiltig zu knacken versucht. Das gilt auch und gerade
fiir den Umgang mit Differenzialgleichungen.

2Das ist der Regularititsteil des Satzes iiber die Existenz, Eindeutigkeit und Regularitit von Losungen von Differen-
zialgleichungen, kurz: EER-Satz.
3Gemeint ist: unabhdngig von €, siche unten.

Mai 2016 Ausgabe 131 63



VSMP — SSPMP — SSIMF

Betrachten Sie eine Dgl 1. Ordnung, oder allgemeiner, ein System® von Differenzialgleichungen (kurz:
Dgl-System) 1. Ordnung

y=fty) (14)
Eine Transformation ist eine Beziehung zwischen den (alten) Variablen y von (14) und neuen Variablen

x der Form
y = h(t,r) (15)

wobei die Voraussetzung ist, dass man die Beziehung (15) nach x auflésen kann.
Dann gibt es zu einer Losung y(t) von (14) eine Funktion x(t), sodass
y(t) = h(t, z(t)) (16)

gilt und man kann fragen, welche Dgl z(t) dann erfiillen muss. Differenziation von (16) nach ¢ unter
Beachtung der Kettenregel liefert®

0 = (1 0(0)) + St (1) 1) (17)

Da y(t) nach Annahme Losung von (14) ist, gilt mit (16)
y(t) = f{t,y(8) = (& h(t, 2(1))) (18)
Der Vergleich von (17) und (18) liefert:

Oh Oh .
5¢ G a(t) + ot 2(t)a(t) = f(2, h(t, 2(t))) (19)

Indem man (19) nach @(t) auflost und wieder x statt z(¢) und & statt @(¢) schreibt, (weil die durchge-
fithrte Rechnung ja fiir jede beliebige Losung von (14) gilt), folgt:

b= (0] o 1, 2) + (1, bt )] (20)

Obwohl die Formel (20) furchterregend aussieht kann sie potentiell genutzt werden, um die Dgl (14),
die studiert werden soll, durch eine einfachere, (20), zu ersetzen, wie Sie gleich sehen werden.

5

Damit die im letzten Abschnitt vorgestellte Transformationstechnik fiir die Gleichung (4) des gestor-
ten harmonischen Ostzillators genutzt werden kann, schreibt man die Gleichung als System von zwei
Diffferenzialgleichungen erster Ordnung:

N = Y2
. 21
{ ¥2 = — y1+eg(t,y1,y2) (1)

*Ich benutze im Folgenden die Begriffe “Differenzialgleichung” und “System von Differenzialgleichungen” synonymisch.
Dank der Vektornotation braucht man die beiden Objekte nicht gross zu unterscheiden. Was gemeint ist, wenn der
Unterschied einmal relevant sein sollte, ergibt sich miihelos aus dem Zusammenhang.

®Wenn y, = skalare Variable sind, h(t,z) dementsprechend eine skalare Funktion, ist %(t7 x) einfach die (partielle)
Ableitung von h(t,z) nach z. Meinen y, x hingegen Vektoren (gleicher Dimension), h(¢, z) entsprechend eine Vektorfunk-
tion, dann bedeutet %(t7 x) die Jacobische Matriz. Im Fall der Dimension 2 ist das die folgende 2 x 2-Matrix der vier
partiellen Ableitungen von hi, he nach x1, z2:

%tw %t,x
@(w):(azl( )G ))

O Pa(tr) G2t

oxq Oxo
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Die jetzt zu definierende Transformation macht sich zu Nutze, dass man die Losungen des (ungestorten)
harmonischen Oszillators (1) kennt. Ausgehend von (21) fiir (14) wihlen wir als Transformation (15)

= x1 cos (t) — xosin (1) (22)
ya = — x1sin(t) — zgcos (t)
Die Durchfiihrung der Rechnung, die durch Gleichung (20) beschrieben wird, liefert:
i = — egsin(t)
{ Y2 = — €g*cos(t) (23)

Dabei ist ¢g* diejenige Funktion, die man erhélt, wenn man die Transformation (22) in g(¢,y1,v2)
einsetzt, also
9" (t, 1, 29) = g(t,x1 cos (t) — xgsin (t), —xq sin (t) — x2 cos (t)) (24)

Der Gewinn: Fiir € = 0 reduziert sich die Dgl (23) auf das triviale System

mno o= 0

{ g = 0 (25)

Einfacher geht’s nicht mehr! Ob (23) somit ein guter Ausgangspunkt ist, um Informationen iiber die

Losungen des Dgl-Systems (23) fiir kleine positive Werte des Storparameters € zu gewinnen? Das

Dgl-System (25) ist jedenfalls sehr speziell: Seine samtlichen Losungen sind sogenannte Gleichgewichts-
losungen®:

yi(t) =c1, pa(t) =c (26)

mit ¢y, co beliebige Zahlen. Weil der Begriff so wichtig ist: Eine Losung eines Dgl-Systems ist also eine
Gleichgewichtslosung, wenn sie sich im Laufe der Zeit t nicht dndert. Alternativ ausgedriickt: Wenn
sie durch konstante Funktionen beschrieben wird.

(25) ist insofern kein guter Ausgangspunkt, als sich die Losungen von (23) von denjenigen des Systems
(25) ganz fundamental unterscheiden konnen, wie sich zeigen wird. Anders herum betrachtet bedeutet
das, dass die Storung, in (23) beschrieben durch die Terme —eg* sin (¢) und —eg* cos (t), die Dynamik
des Schwingers (4) wesentlich beeinflusst, obwohl die Storung ja (wegen des Parameters €) “nur klein”
— eben “nur” eine Stérung ist. Wir haben also eine interessante Fragestellung, aber auch ein Problem!

Das System (23) direkt anzupacken, ist zu schwierig. Der Aussagegehalt des Systems (25) als An-
niaherung an das System (23) ist zu gering. Was tun? Der Wunsch liegt auf der Hand: Man hdtte gern
ein approximierendes System, das einfacher ist als (23), und doch viel iber (23) aussagt, jedenfalls
mehr als (25)! Ein solch vermittelndes System gibt es.

6

Losgelost von Details ist (23) ein Dgl-System von folgendem Typ
i = eq(t, v) (27)

Dabei ist ¢ oft, und jedenfalls im Fall der hier vorallem interessierenden Duffing-Gleichung in ¢ 27-
periodisch, das heisst, es gilt:
Q(t + 2m, x) = Q(t’ x) (28)

SMan sagt auch Gleichgewichtspunkte, Gleichgewichte, stationdre Losungen, stationdire Punkte, und sogar Fizpunkte.
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flir alle t und alle x. Das ist im Fall der Duffing-Gleichung einerseits deshalb so, weil die Funktion
g(t,y,v) in (8) 3. Beispiel, beziiglich t (also bei festen Werten der tibrigen Variablen) 27-periodisch in
t ist” und andererseits, weil auch die Transformation (22) (bei festen Werten von z1, x3) 27-periodisch
in ¢ ist.

Aus der Periodizitatseigenschaft (28) von ¢ folgt (unter schwachen Voraussetzungen iiber die Regula-
ritdt von ¢, die in der Praxis tiblicherweise erfiillt sind), dass sich ¢(¢,z) in eine Fourier-Reihe nach
t (mit Koeffizienten, die Funktionen von x sind) entwickeln ldsst. Haufig handelt es sich bei den Bei-
spielen, auch bei der Duffing-Gleichung, sogar lediglich um ein Fourier-Polynom, das heisst um eine
Fourier-Reihe mit nur endlich vielen Termen.

Es hat eine lange Geschichte®, dass man dem Dgl-System (27) das sogenannte gemittelte Dgl-System®

T=¢€q(T) mit: gT) = ! /027r q(t,T)dt  (29)

T on

zur Seite stellt und hofft, dass die Information, die das System (29) liefert, auch Aufschliisse gibt {iber
das eigentlich interessiernde System (27).

Es ist ein (zumindest prima vista) etwas irritierendes Vorgehen: Beim Ubergang vom System (27) zum
gemittelten System (29) wird in der Fourier-Entwicklung von ¢(¢, z) nach t nur der konstante, also der
von t unabhdngige Term zuriick behalten. Alle iibrigen Terme der Fourier-Entwicklung hingegen werden
weggelassen! Allein — das Vorgehen lasst sich (bis zu einem gewissen Grad) rechtfertigen, siehe dazu
Abschnitt 7.

Bildet man g fiir die Duffing-Gleichung, siehe (8) Beispiel 3 im Verein mit (23), erhdlt man das folgende
gemittelte System fir die Duffing-Gleichung:

T = 0T+ vTe—k(T2+T)T
{ 1 1 2 — K (T{ +73)) T2 (30)

Th = —vT 0T +rK(T2+73))T — 1

Dabei wird an Stelle der Zeit ¢ die
“skalierte Zeit” 7 =e€t

als unabhéngige Variable verwendet und der Akzent ' bezeichnet entsprechend die Ableitung nach 7.
Uberdies wurde

K= =g (31)

eingefiihrt.

Es stellen sich an dieser Stelle (mindestens) zwei Fragen:

(A) Was ist die Rechtfertigung, dass man (27) durch (29) approzimiert, also nur den Mittelwert der
Funktion ¢ ihrer Fourier-Entwicklung beriicksichtigt?

"Wenn, wie im Moment, ¢, y und v als unabhéngige Variable betrachtet werden, dann geht ¢ ja nur via den Term
2cos (t) ein und der ist natiirlich in ¢ 27-periodisch.

8Mit vielen Vitern (und auch ein paar Miittern!) Einige wenige Hinweise enthilt der Teil “Schwingungen II: Die
Gleichung von van der Pol’ dieser Reihe im dortigen Abschnitt 4. Eine Aufarbeitung der Geschichte dieses manchmal
als Mittelwertprinzip bezeichneten Vorgehens mit seinen vielfdltigen Beziigen, wére ein eigenes Projekt.

9Bei der Mittelwertbildung zur Berechnung von q(z) wird T als konstant (als Parameter) betrachtet, und nur iiber ¢
integriert.
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(B) Was ist der Vorteil des gemittelten Dgl-Systems im Allgemeinen und des gemittelten Systems
zur Duffing-Gleichung im Speziellen, wenn man sie mit der Duffing-Gleichung
30 Duffing-Gleich im Speziell ie mit der Duffing-Gleich

j+y=ec2vy—209+yy®+2cos(t)] (32)
beziehungsweise!? mit
o= 2
{9 ’ 3 (3)
2 = — yi1+e2vyr —28y2 +7y; +2 cos(t)]

vergleicht? Wie erhélt man Information allgemein iiber die Losungen des gemittelten Systems
(29), bzw. speziell iiber das gemittelte System (30) zur Duffing-Gleichung?

Frage (A) ist von allgemeinerer Natur, das heisst sie betrifft die sogenannte Mittelwertmethode' (me-
thod of averaging) grundsétzlich. Frage (B) ist teils ebenfalls allgemeiner Natur, muss teils aber auch
zugeschnitten auf das jeweils interessierende Beispiel, hier also die Duffing-Gleichung, angegangen wer-
den.

7

Ich wende mich zuerst der Frage (A) zu und zeige, dass der Schritt vom Dgl-System (27) zum Dgl-
System (29) weder so willkiirlich ist, wie er vielleicht zunéchst erscheint, noch so iiberraschend. Die
Pointe ist: Man kann das Dgl-System (27) durch eine sogenannte fast-identische Transformation in
ein Dgl-System transformieren, das sich vom Dgl-System (29) nur um Terme héherer Ordnung in e,
néamlich um quadratische und/oder Terme noch héherer Ordnung in € unterscheidet. Folglich kann der
Schritt vom Dgl-System (27) zum Dgl-System (29) so erklart werden, dass Terme hoherer Ordnung
im kleinen Parameter ¢ gegeniiber dem linearen Term in € weggelassen werden — was immerhin nicht
einer gewissen Plausibilitdt entbehrt. Die Transformationstechnik aus Abschnitt 4 kommt also noch-
mals zum Einsatz und erweist sich als wichtiges Hilfsmittel, um das Mittelwertprinzip auf eine gute
mathematische Grundlage zu stellen.

Die Transformation, die das Gewiinschte leistet, ist wie folgt definiert. Man geht von den “alten”
Variablen x zu “neuen” Variablen T iiber, geméss der folgenden Vorschrift:

x=h(t7T):=T+es(t,T) (34)

Dabei ist die Funktion s wie folgt definiert

s(t.7) = [ latt.) ~ 7@ d (35)

Beachten Sie: Da im Integranden der Mittelwert § von ¢ subtrahiert wird, ist die Funktion s(t,T)
2m-periodisch in t. Warum das wichtig ist wird in der Anmerkung weiter unten erlédutert.
Man nennt die Transformation (34) deshalb “fast-identisch”, weil sie sich fiir € = 0 auf die identische

Transformation z = T reduziert.

Wendet man (34) auf die interessierende Gleichung (27), also auf

= eq(t,x) (36)

0Fa]ls man die Duffing-Gleichung als System 1. Ordnung schreibt.
'S0 nennt man den Ubergang von (27) zu (29) und Verallgemeinerungen davon.
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an, erhdlt man (zum Beispiel unter Benutzung von (20))
T = eq(T) + € §(t, T, ) (37)

mit einer reguldren und beziiglich ¢ 2m-periodischen Funktion q.

Dazu folgende Anmerkung. Wiirde man im Integranden (35) den Mittelwert ¢ nicht subtrahieren,
wére die Funktion s im Allgemeinen in ¢ nicht 2m-periodisch, sondern unbeschrinkt. Das will man aus
(mindestens) zwei Griinden auf gar keinen Fall: Erstens wére dann typischerweise die Funktion § in ¢
unbeschriankt und man hétte wenig Anlass (37) durch das gemittelte System

5 = eq(a) (38)

zu approximieren. Zweitens ist die 2m-Periodizitéit des interessierenden Systems (36) ein charakteris-
tisches Strukturelement des Problems. Dieses durch eine Transformation quasi zu “verstecken”, wire
bestimmt keine gute Strategie!

Mindestens heuristisch ist damit begriindet, dass es schon gerechtfertigt zu sein scheint, anstelle von
(36) das gemittelte System (38) zu untersuchen. Mathematisch orientierte Leserinnen und Leser wollen
sich jedoch vielleicht mit einem nur plausiblen Argument nicht zufrieden geben. In der Tat gibt es eine
umfangreiche Literatur, die sich mit den Beziehungen zwischen den Systemen (36) (beziehungsweise
(37)) und (38) auseinandersetzt. Ich begniige mich hier damit, zwei einfache Ergebnisse zu zitieren.

Unter schwachen Voraussetzungen kann man erstens folgendes beweisen. Sei Z(t) eine Losung von (37),
Z(t) die Losung von (38) zur gleichen Anfangsbedingung (es gelte also: Z(0) = Z(0)) und es sei L > 0
beliebig vorgegeben. Dann gibt es positive Zahlen ey und c, sodass fiir € € (0,¢q) gilt: Der Abstand!?
zwischen den beiden Lisungen ist fiir Zeiten t im Intervall

0, 2]

nicht grésser als
ce

Der Beweis ergibt sich recht einfach mit dem sogenannten Gronwall-Lemma, das ebenfalls nicht schwer
zu beweisen ist. Dieses Resultat entspricht der in Abschnitt 3 formulierten Wunschvorstellung.

Das zweite Ergebnis, das ich zitieren mochte, nimmt Bezug auf Gleichgewichtslisungen' des gemittel-
ten Systems (38)1%. Man erhiilt sie als Nullstellen der Funktion ¢(Z). Sei X ein solche Nullstelle, das
heisst es gelte

q(X) =0 (39)

Dann ist
Z(t) =X firalle ¢t

Losung von (38), denn es gilt

X)=0
f(t):{( )

q(z(t)) = q(X) =0
Eine Gleichgewichtslosung bedeutet (wie wir schon frither bemerkt haben, siehe Abschnitt 5): Der
Zustand!'® des Systems dndert sich im Laufe der Zeit nicht.

12Gemessen z. B. in der Euklidschen Norm, wenn das Problem mehrdimensional ist.

3Hinsichtlich verschiedener gleichwertiger Bezeichnungen des Begriffs, sieche Fussnote 6.

14Und hat somit auch etwas mit Frage (B) in Abschnitt 6 zu tun.

5Der Hintergrund der Terminologie ist folgender. Eine Dgl ist ein System, das einen Vorgang oder Prozess definiert.
Eine Losung beschreibt einen moglichen Prozessverlauf. Unter dem Zustand des Systems, kurz: dem (System-) Zustand,
zu einem gewissen Zeitpunkt, versteht man den Wert der Losung zu diesem Zeitpunkt.
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Das Gleichgewicht X wird als nicht-ausgeartet bezeichnet, wenn die Jacobische Matrix

% (X) regular (40)

ist, das heisst ihre Determinante ungleich 0 ist.

Die Pointe: Nicht-ausgeartete Gleichgewichtslosungen des gemittelten Systems (38) generieren 2m-
periodische Losungen des Dgl-Systems (37) und damit auch des Dgl-Systems (36).

Das heisst genauer folgendes: Zu einer nicht-ausgearteten Gleichgewichtslosung X von (38) gibt es fiir
alle hinreichend kleinen, positiven Werte von € eine in ¢ 27-periodische Funktion X(¢,¢), die Losung
von Gleichung (37) ist und es gilt

X(tye) — X fur e—0

Zum Beweis betrachtet man die “Poincaré-” oder "Perioden-Abbildung” zum Dgl-System (37) und

wendet das Implizite-Funktionen-Theorem aus der Analysis an'®.

Uberdies gilt: Ist die Jacobi-Matrix in (40) sogar hyperbolisch, das heisst keiner ihrer Eigenwerte liegt
auf der imaginiren Achse'”, dann zeigen die Losungen von (37) in der Nihe der periodischen Losung
X(t,€) das analoge Verhalten wie die Losungen von (38) in der Néhe der Gleichgewichtslosung X.

Insbesondere gilt: Liegen die Eigenwerte der Jacobi-Matrix in (40) in der linken komplezen Halbebene'S,
dann streben die Losungen von (37) gegen die periodische Losung X (¢, €), sofern sie ausreichend nahe
bei ihr starten.

Diese letzten beiden Aussagen ergeben sich aus einer Variante des sogenannten Satzes von Grobman-
Hartman.

Damit haben wir nun einigen Hintergrund um uns mit dem konkreten Beispiel der Duffing-Gleichung
zu befassen. Dies geschieht im néchsten Heft dieses Bulletins im Teil: Schwingungen III: Die Gleichung
von Duffing Teil 2B. Dort wird das gemittelte System (30) zur Duffing-Gleichung untersucht und es
werden einige Folgerungen iiber die Duffing-Gleichungen gezogen. Im letzten (nur noch kurzen!) Teil:
Schwingungen III: Die Gleichung von Duffing Teil 2C, wird anhand der Duffing-Gleichung ein (auch
erkenntnistheoretisch) hoch interessantes Phanomen erldutert.
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5Die Perioden-Abbildung ist mit Hilfe des Dgl-Systems (37) wie folgt definiert. Zu einem Punkt Zo des Z-Raumes sei
Z(t, To, €) die Losung fiir die Z(0, Zo, €) = Zo gilt. Die Perioden- oder Poincaré-Abbildung P. ordnet dem Punkt Zo den
Wert der Losung Z(¢, To, €) zur Zeit 27 zu, also

To —> P(To) := Z(27, To,¢€)

Die Pointe: Fizpunkte von P. erzeugen 2m-periodische Losungen. Ist Z§ ein Fixpunkt von Pe, dann ist Z(¢,Z§,€) eine
2m-periodische Losung von (37). Es ist offensichtlich, dass die Nullstellen von g, siehe (39), Fixpunkte von Py sind. Unter
der Bedingung (40) konnen sie mit Hilfe des Impliziten-Funktionen-Theorems aus der Analysis fiir € > 0, hinreichend
klein, fortgesetzt werden. Die Uberlegungen in dieser Fussnote sind eng verwandt mit denjenigen im Teil “Schwingungen
II: Die Gleichung von van der Pol’, Abschnitte 7, 8, dieser Artikel-Reihe.

"Noch einmal anders formuliert: Die Matrix in (40) hat keine rein-imaginéren Eigenwerte.

8 Anders formuliert: Alle Eigenwerte haben nicht-verschwindende negative Realteile.
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