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Drehmomente beim konischen Doppelpendel
Rolf Strassfeld, 6318 Walchwil, rolfst@alumni.ethz.ch

1 Einleitung

In seiner Untersuchung eines konischen Stangenpendels in der Ausgabe 137 des Bulletins hat Martin Lieber-
herr den Angriffspunkt der Fliehkraft in einem mitbewegten Bezugssystem ermittelt und festgestellt, dass er
nicht mit dem Schwerpunkt der Stange zusammenfallen kann, weil sich sdmtliche Drehmomente aufheben
miissen. Nun gehoren Angriffspunkte und Wirkungslinien von Kréften eher zur technischen Mechanik, beim
Newtonschen Kraftbegriff und in der theoretischen Mechanik kommen beide meines Wissens nach nicht vor.
Daher hat mich interessiert, wie sich die Situation aus der Perspektive der klassischen Mechanik darstellt. In
Inertialsystemen konnen alle Bewegungen starrer Korper in Translationen ihrer Schwerpunkte und Rotationen
um durch sie verlaufende Achsen zerlegt werden. Um zu ermitteln, welche Kréfte und Drehmomente bei einem
in einem Inertialsystem rotierenden Korper (einem Kreisel) auftreten, habe ich anstatt einer Stange ein starres
Doppelpendel untersucht. Hier treten die gleichen Phinomene wie an der Stange auf, die Situation ist aber ein
wenig iibersichtlicher. Es zeigt sich, dass das Doppelpendel im Inertialsystem Drehmomenten unterworfen ist,
wie die Bewegung seines Schwerpunktes unter dem Einfluss der wirkenden Krifte entsteht, und wie die Bilanz
der Drehmomente in einem mitrotierenden Bezugssystem ausfillt.

2 Das konische Doppelpendel mit rotierendem Drehimpuls

In Abbildung 1 sind zwei im folgenden punktformig gedachte Pendelkorper mit gleichen Massen m zu sehen,
die auf gerader Strecke mit masselosen Stangen der Liénge £ miteinander starr und einem Drehlager D
reibungsfrei verbunden sind. Sie mogen mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w und dem konstanten
Spreizwinkel ¥ um eine vertikale Achse kreisen und im abgebildeten Moment in die Zeichenebene eintauchen.
Wo nicht anders gesagt, beziehen sich Ortsvektoren, Drehimpulse und -momente auf D als Bezugspunkt und
Ursprung eines Koordinatensystems. Im dargestellten, zweidimensionalen Schnitt treten horizontale und
vertikale Richtungen auf, auf die wir uns spiter beziehen. Fiir die Koordinatenachsen wihlen wir die
Richtungen «nach rechts» und «nach oben». Senkrecht in die Schnittebene weisende Drehmomente kénnen
im Bedarfsfall negativ, entgegengesetzte positiv gezdhlt werden.
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Abbildung 1 Abbildung 2

Abbildung 2 zeigt den Ortsvektor 7 und den Drehimpuls L (L 7) einer um eine vertikale Achse rotierenden
Masse. Mit dem Impuls weist auch das Drehmoment M in die Zeichenebene. Da L mit der

Winkelgeschwindigkeit w einen Kreis vom Radius L cosv beschreibt, hat das Drehmoment M =L die
Grosse M = wl cos 9.
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3 Drehimpulse und ihre Anderung durch Zentripetalkrifte

Wir kénnen die beiden rotierenden Pendelmassen als Ganzes oder separat untersuchen. Zunéchst untersuchen
wir sie einzeln.

Fiir den Drehimpuls der oberen (ersten) Masse erhalten wir L; = mw®? sind, fiir den der unteren (zweiten)
L, = 4mw¥? sind. Beide Drehimpulsvektoren stehen senkrecht zu den Ortsvektoren der kreisenden Massen
und rotieren mit der Winkelgeschwindigkeit w. Diese Rotationen kdnnen nur mit Drehmomenten erzwungen
werden, deren GroBen durch M; = mw?#2 sind cos 9 bzw. M, = 4mw?£? sinY cos Y gegeben sind.

Wir priifen, wie die Drehmomente aus den angreifenden Kriften entstehen. Zwar kennen wir die von den
Stangen ausgeiibten Krifte noch nicht, da aber die Zentripetalkrifte ﬁz die Summen aller wirkenden Kréfte
sind, berechnen sich die Drehmomente jeweils als M= Fxﬁ'z.

Kaum iiberraschend finden wir daher mit F;; = mw?¢sind und Fz, = 2mw? ¢ sin 9 die zur zeitlichen
Anderung der Drehimpulse ntigen Drehmomente wieder:

Fiir die erste Masse ist Fzq £ cos9 = mw?€sin9 - £cosd = My
und fiir die zweite Masse Fy , - 2€ cos 9 = 2mw?#sind - 2¢ cos9 = M.

Betrachten wir nun die beiden Massen als einen einzigen Korper, so stellt sich dessen Bewegung als eine
Translation seines Schwerpunkts S dar, die so erfolgt, als wire die gesamte Masse des Korpers in S konzentriert
und dem Einfluss aller dusseren Krifte unterworfen, und einer Drehung beziiglich S, wobei allenfalls
auftretende Drehmomente ebenfalls durch die dusseren Krifte in Bezug auf S zu berechnen sind. Der

Drehimpuls L des Korpers zerfillt analog in einen Bahndrehimpuls ZB und einen Eigendrehimpuls ZE

Fiir den Bahndrehimpuls (in Bezug auf den Drehpunkt D) und den Eigendrehimpuls (beziiglich S) erhalten
wir

2 2
Lg = 2mw (3{) sin® = 2mw #2sind und Ly = 2mw (lf) sin® = ~mw #2sin .

2 2 2 2
Thre zeitlichen Anderungsraten werden durch die Drehmomente M B = ZB und M = ZE verursacht:

9 . 1 . : o
Mg = Emwzfz sin® cos 9 bzw. My = Emwzfz sin®d cos 9, da die Momente gleich orientiert sind insgesamt
also 5mw?#? sin v cos .

Der Betrag der Zentripetalkraft 13'2, die die Kreisbewegung des Schwerpunktes bewirkt, ergibt sich mit der
Gesamtmasse 2m zu F, = 2mw? %fsinﬁ = 3mw?fsind. Das ihr zugehdrige Drehmoment hat mit

M = 3mw?fsin? - %f cos 9 genau die GroBe, die zur Anderungsrate des Bahndrehimpulses passt.

Die Drehmomente der Krifte ﬁz,1 und ﬁz,z im Schwerpunktsystem betragen unter Beriicksichtigung ihrer

.. , £ e qs , £ s .
Orientierung mw?fsind -Ecosﬁ fiir die obere Masse und —2mw?# sin9 -Ecosﬁ fiir die untere, in der
Summe erzeugen sie das Drehmoment zur Anderungsrate des Eigendrehimpulses.

Addiert man die Krdifte 13'2,1 und ﬁz,z im Sinne der technischen Mechanik unter Einbezug ihrer parallelen

Wirkungslinien, so findet man ihre Ersatzkraft (wie beim Hebel) mit der Grofe 3mw?€sin® und einer
Wirkungslinie, die den Abstand der Massen im Verhdltnis 2:1 teilt. Da ihr Kraftarm beziiglich S die Linge

Ef siny besitzt, verursacht ihr Drehmoment wieder genau die zeitliche Anderungsrate des

Eigendrehimpulses.
4 Zu den Winkelgeschwindigkeiten passende Spreizwinkel

Zur weiteren Untersuchung ermitteln wir die konstanten Winkel 99 > 0, bei denen Rotationen mit konstanten
Winkelgeschwindigkeiten erfolgen kdnnen.
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Unter Einbezug von Wirkungslinien erhielten wir die gesuchte Relation geschenkt: Da das Drehmoment der
Zwangskraft beziiglich des Drehpunktes D verschwindet, weil dieser auf ihrer Wirkungslinie liegt, muss das
gesamte  Drehmoment ausschliesslich durch die Gewichtskrdfte entstehen. Demnach  wdre

S5mw?f?sind cos?9 = nggi’ sint & tw? = , wobei g den Ortsfaktor bezeichnet. Hier konnen wir

39
5cos9
das Geschenk nicht annehmen.

Im Kontext der klassischen Mechanik verwenden wir eine Lagrange-Funktion, am besten eine zweiter Art,
also mit einbezogenen Zwangsbedingungen. Rotiert das Pendel mit der Winkelgeschwindigkeit w , so erhalten
wir als kinetische Energie

1 1 5
T = Em(fzwzsinzﬁ) + Em(4€2w2sin219w2) = Em({?zwzsinzﬁ),
die potentielle Energie ergibt sich zu
U =-mg¥costd — 2mg¥ cos9 = —3mg¥ cos?

Ist L = T — U die Lagrange-Funktion des Systems, so liefert

aL
3 = 0 = 5mf2w? sind cos — 3mgf cosd = me(5¢ w? cos9 — 3g) sinV

die Bedingung, unter der Rotationen mit konstanten ¥ > 0 moglich sind, ndmlich

o fw? 39

cost = 9 =
50w? 5cos¥

(*)

Wir beobachten an dieser Stelle, dass ein Fadenpendel der Linge £y = g# mit gleichen 9 und w wie das
Doppelpendel rotieren kann, denn bei Fadenpendeln finden wir

2 = tan?d © mlrw?sing = mgtand & cosd = g >
G trw

Das erinnert an den Schwingungsmittelpunkt eines physikalischen Pendels. Ausserdem erkennen wir daran,
dass die beiden Massen nicht durch eine gerade gespannte Schnur auf ihrer Bahn gehalten werden konnten.
(Analog zum Reversionspendel konnte das Doppelpendel in diesem Punkt gestiitzt mit gleichen
Kombinationen von 19 und w wie im hier untersuchten Fall rotieren.)

5 Drehmomente von Gewichts- und Zwangskraften

Uber die Zentripetalbeschleunigungen berechnete Zentripetalkriifte verraten nichts iiber ihre Herkunft. Beim
Doppelpendel entstehen sie als Summen von Gewichtskréften und der vom Lager auf die Massen ausgeiibte

Zwangskraft ﬁZWang. Diese Kraft muss die Gewichtskrifte der Massen kompensieren und die notigen
Zentripetalkréfte erzeugen. Thre Horizontalkomponente betréigt daher Fzyangn = —3mw?¢sind, ihre
Vertikalkomponente Fzyqng, = 2mg. Die Richtung der Zwangskraft kann iiber das Verhiltnis ihrer
Komponenten mit Hilfe von (*) ermittelt werden:

3mw?fsinY _3-3sind 9

= =—tand
2mg 2-5cos9 10 "

tand’' =

Weil die vom Lager ausgeiibte Kraft nicht parallel zu den Stangen ist, bewirkt sie ein Drehmoment beim
Pendel. Mit dem Ortsvektor 7 des Schwerpunkts konnen wir dieses Drehmoment komponentenweise

berechnen. Aufgrund 75 = %f betragen die von der Horizontal- und der Vertikalkomponente verursachten
Anteile

F2wang,h%€ cosd = —3mw2€sinﬁ§€ cosV bzw. FZWang,,,g{? sind = nggf sind
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In der Summe ergibt sich mit (*) das Drehmoment

3 3
Mzwang = —3mw?? sinﬁzf cosV + 2mg 51{’ sind

3
—3mw?fsind = £ cos Y + 5mfw? cosI £ sin
3mw?? si 1921,” 9 + 5mlw? 9 € sind

1
= Emwzfz sind cos 9

Die Gewichtskraft als zweite am Pendel angreifende Kraft bewirkt mit dem Kraftarm %1{’ sind das

Drehmoment M; = —2mg %{? sin = —5mw?#? sinY cos Y. Addiert erzeugen beide hier das zur Anderung
des Bahndrehimpulses nétige Moment.
1 . . .
Mg = Emwzfz sind cos ¥ — 5mw?#? sindY cos Y = —Emwzfz sind cos VY

Bei dieser Berechnung des Drehmomentes hitten wir uns durchaus auf die Horizontalkomponenten der Krifte
beschrinken konnen, weil sich die Anteile der Vertikalkomponenten kompensieren. Zwangs- und

Gewichtskraft verdndern auch den Eigendrehimpuls wie gewiinscht mit My = %M B , denn der Abstand der
beiden Massen von ihrem Schwerpunkt betrigt mit %1{’ ein Drittel der Distanz des Schwerpunktes zum
Drehpunkt (g £). Da die betreffenden Lingen bei der Berechnung der Drehmomente quadratisch auftreten,

weil sie im Kraftarm ebenso wie in den Kriften linear erscheinen, ergibt sich der Multiplikator 5

6 Drehmomente im mitrotierenden Bezugssystem

Bei der Beobachtung des Pendels in einem mitrotierenden Bezugssystem (mit dem Drehpunkt als Ursprung)
kommt zu den Gewichtskriften und der vom Lager ausgeiibten Zwangskraft noch die Fliehkraft hinzu. Fiir das
Gleichgewicht der Drehmomente sind alle drei Kréfte zu beriicksichtigen. Zum Drehmoment der Zwangskraft

(Mzwang = %mwzfz sindcos9) und dem  der  Gewichtskraft (Mg = —ng%{? sind =

—5mfw? cos? £ sin¥) kommt das der Fliehkraft (M = 2mw? %f sind - %{? cos ) hinzu, zusammen heben
sie sich auf:

1 9
Mzyang + Mg + Mg = Emwzfz sind cos ¥ — 5mw?#? cos Y sin?Y + Emwzfz sinv cosV

= 0

Dabei ist die Wirkung der Krifte bei der Berechnung der Drehmomente auf die im Massenzentrum konzentriert
gedachte Gesamtmasse 2m bezogen. Entfernt man My aus der Gleichung, erhilt man das «Bahndrehmoment»
im Inertialsystem.

Die Drehmomente kompensieren sich ebenso, wenn sie auf den Schwerpunkt bezogen sind: Dann verursacht
die Zwangskraft das Drehmoment gmwzfz sinVY cos9 — S5mw?#% cosI sinY, das Drehmoment der
Gewichtskraft verschwindet, und das der an den beiden einzelnen Massen wirkenden Fliehkréfte betrigt
%mwzfz sin VY cos V. Letzteres Drehmoment findet man natiirlich auch, wenn man die beiden Fliehkrifte

durch eine einzelne ersetzt, deren Wirkungslinie nicht durch den Schwerpunkt verlduft, und entfernt man es
aus der Gleichung, bleibt das «Eigendrehmoment» im Inertialsystem iibrig.
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