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Encore un calcul de 𝛑𝛑 
Jean-Marc	Ledermann,	Neuchâtel,	jean-marc.ledermann@net2000.ch	

Ayant	enseigné	les	mathématiques,	les	applications	des	mathématiques	et	la	géométrie	descriptive	
pendant	40	ans,	me	voici	à	la	retraite	et	j’en	profite	agréablement	pour	…	faire	des	maths	!	

Le	Monde	publie	chaque	mercredi	une	rubrique	intitulée	«	affaire	de	logique	»	contenant	un	problème	
de	maths	souvent	intéressant	et	parfois	difficile	ainsi	que	divers	liens	vers	des	sites	internet	traitant	de	
mathématiques.	Un	tel	lien	m’a	mené	à	une	vidéo1	présentant	un	problème	lié	au	«	billard	à	deux	billes	
et	une	bande	»,	problème	que	je	vous	résume	ci-dessous.	
Une	expérience	simple,	mais	théorique,	de	physique	permet	de	calculer	π	avec	une	précision	voulue.	
Le	dispositif	est	le	suivant	:	sur	un	plan	horizontal	on	place	deux	boules,	une	lourde	et	l’autre	légère,	la	
première	se	déplace	et	vient	heurter	la	deuxième	boule	initialement	immobile,	cette	deuxième	boule	
va	alors	se	déplacer	jusqu’à	rebondir	contre	un	mur	puis	à	nouveau	contre	la	boule	lourde.	Ainsi	de	
suite	un	certain	nombre	de	fois.	
		⦁	 Si	le	rapport	des	masses	des	boules	vaut	1,	alors	le	nombre	total	de	chocs	vaut	3.	
		⦁	 Si	le	rapport	des	masses	vaut	100,	alors	le	nombre	total	de	chocs	vaut	31.	
		⦁	 Si	le	rapport	des	masses	vaut	10’000,	alors	le	nombre	total	de	chocs	vaut	314.	
		⦁	 Si	le	rapport	des	masses	vaut	1’000’000,	alors	le	nombre	total	de	chocs	vaut	3141.	
Le	but	de	cet	article	est	de	montrer	que	si	l’on	note	𝑚𝑚	le	rapport	des	masses	et	𝑛𝑛	le	nombre	de	chocs	
alors		π = lim

!→#
( $
√! )		et,	plus	précisément,	si	𝑚𝑚 = 10&' , 𝑘𝑘 ∈ ℕ∗	alors		𝑛𝑛 = 0√𝑚𝑚 ⋅ π3.	

La	boule	lourde	a	une	masse	𝑚𝑚	supérieure	ou	égale	à	1,	une	vitesse	initiale	𝑣𝑣),	disons		𝑣𝑣) = −1,	et	une	
position	initiale	𝑝𝑝).	La	boule	légère	a	une	masse	de	1,	une	vitesse	initiale	𝑣𝑣& = 0	et	une	position	initiale	
𝑝𝑝&.	Les	unités	de	longueur	et	de	temps	sont	volontairement	omises.	

	
	

Après	le	premier	choc	entre	les	deux	boules,	la	vitesse	de	la	boule	lourde	diminue,	celle	de	la	boule	
légère	augmente.	

	
La	boule	légère	rebondit	contre	le	mur	(deuxième	choc),	sa	vitesse	change	de	signe.	

	
Après	le	troisième	choc	(deuxième	choc	entre	boules),	les	vitesses	peuvent	soit	changer	l’une	ou/et	
l’autre	de	signe,	soit	garder	le	même	signe.	
Dans	un	premier	temps	la	boule	lourde	se	dirige	contre	le	mur,	puis	dans	un	deuxième	temps,	s’éloigne	
du	mur.	La	boule	légère	rebondit	alternativement	contre	la	boule	lourde	et	contre	le	mur.	
Le	processus	se	poursuit	jusqu’à	ce	que	la	vitesse	en	valeur	absolue	de	la	boule	légère	soit	inférieure	à	
celle	de	la	boule	lourde.	Si	la	boule	légère	se	dirige	alors	contre	le	mur,	il	y	a	encore	un	dernier	choc.	

	
1		 https://www.youtube.com/watch?v=t8IoL-LXuAk		

Mur	 Boule	légère	 Boule	lourde	
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Nombre de chocs en fonction de 𝒎𝒎  

�������������������������������𝑛𝑛�������������������������𝑚𝑚Ǥ�
���������������������������������������±��±���������ǡ�����������±��������������𝑚𝑚1𝑣𝑣1 + 𝑚𝑚2𝑣𝑣2����
�ǯ±����������±������𝑚𝑚1𝑣𝑣1

 2 + 𝑚𝑚2𝑣𝑣2
 2�������������±��Ǥ��

����ǯ��������𝑣𝑣1����𝑣𝑣2�������������������������������������������������𝑣𝑣1
′ ǡ�𝑣𝑣2

′ �����������������°���������ǡ����
��ȋ����������𝑚𝑚1 = 𝑚𝑚 et 𝑚𝑚2 = 1)Ǥ�

{
𝑚𝑚𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2 = 𝑚𝑚𝑣𝑣1

′ + 𝑣𝑣2
′  

𝑚𝑚𝑣𝑣1
 2 + 𝑣𝑣2

 2 = 𝑚𝑚𝑣𝑣1
′ 2 + 𝑣𝑣2

′ 2�


�������������������������±��������������°��ǡ��±�������������������������������±�����������ǡ�������
���������

{
𝑣𝑣1

′ =
𝑚𝑚 − 1
𝑚𝑚 + 1

𝑣𝑣1 +
2

𝑚𝑚 + 1
𝑣𝑣2

𝑣𝑣2
′ =

2𝑚𝑚
𝑚𝑚 + 1

𝑣𝑣1 −
𝑚𝑚 − 1
𝑚𝑚 + 1

𝑣𝑣2

�

�������������������������ǡ�

(
𝑣𝑣1

′

𝑣𝑣2
′ ) = (

𝑚𝑚 − 1
𝑚𝑚 + 1

2
𝑚𝑚 + 1

2𝑚𝑚
𝑚𝑚 + 1

1 − 𝑚𝑚
𝑚𝑚 + 1

) ∙ (
𝑣𝑣1

𝑣𝑣2
)�

���������������������ǡ�������������������ǯ�������������������������𝑣𝑣2ǡ��ǯ±�����������������������������

(
𝑣𝑣1

′

𝑣𝑣2
′ ) = (

1 0

0 −1
) ∙ (

𝑣𝑣1

𝑣𝑣2
)�

�����������������������������������������±����������������

𝑀𝑀 = (

𝑚𝑚 − 1
𝑚𝑚 + 1

2
𝑚𝑚 + 1

−2𝑚𝑚
𝑚𝑚 + 1

𝑚𝑚 − 1
𝑚𝑚 + 1

)�

���������������������ǡ������±�������ǯ����������������������������������ǯ���������������������������
�����������������������Ǥ����������������ǯ����������������������ǡ���������²�����±����±���������ȋ���Ȍ�±�°����
���������������ǯ����������ǯ�����������������������ȋ������ǯ�������ͳȌǤ��

��������°�����±��������±�������������������������������������������𝑚𝑚���±�±�������������𝑀𝑀𝑘𝑘ǡ���������
�±����������������������𝑘𝑘�����������������������°�����������������𝑀𝑀𝑘𝑘 ∙ (−1

0 )������������������������
�����°��Ǥ�

���������°�����������������������������
�����������±����������ǡ������𝑚𝑚 = 10′000ǡ�
����������������������°�������������
���±��������������������������°������°��
ͳͷ͸��������Ǧ�����ǡ���������±���������°��
ͳͷ͹��������Ǧ�����Ǥ�����ʹ����������±�����
���������ǡ��������±���������𝑛𝑛 = 314Ǥ� �

𝑚𝑚 = 10000; MatrixPower ൤
1

𝑚𝑚 + 1
(𝑚𝑚 − 1 2

−2𝑚𝑚 𝑚𝑚 − 1) , 156൨ . (−1.
0 )�

� (0.9997646369800843
2.169494512738102 )�

𝑚𝑚 = 10000; MatrixPower ൤
1

𝑚𝑚 + 1
(𝑚𝑚 − 1 2

−2𝑚𝑚 𝑚𝑚 − 1) , 157൨ . (−1.
0 )�

� ( 0.9999985595629778
0.16973131619503998)��

�����������������
���������������

�������������������
����������������

����������
��������������



8 Numéro 145 Janvier 2021

VSMP — SSPMP — SSIMF

�����

𝑀𝑀𝑘𝑘 =
1

ሺ𝑚𝑚 + 1)𝑘𝑘 (𝑚𝑚 − 1 2
−2𝑚𝑚 𝑚𝑚 − 1)

𝑘𝑘
=

1
ሺ𝑚𝑚 + 1)𝑘𝑘 ܰ𝑘𝑘 �

�����������������������ܰ�±�����𝑚𝑚 − 1 േ 2iξ𝑚𝑚ǡ�������������������������൬ 1
iξ𝑚𝑚൰����൬ 1

−iξ𝑚𝑚൰ǡ������������

ܰ𝑘𝑘 =
1

2𝑚𝑚 (
1 1

iξ𝑚𝑚 −iξ𝑚𝑚
) ∙ ൭

൫𝑚𝑚 − 1 + 2iξ𝑚𝑚൯
𝑘𝑘

0

0 ൫𝑚𝑚 − 1 − 2iξ𝑚𝑚൯
𝑘𝑘൱ ∙ (

𝑚𝑚 −iξ𝑚𝑚

𝑚𝑚 iξ𝑚𝑚
)�

����������������������������������ǡ��ǯ����������������������Ǩ�

�������������±�ʹ���±�����������±������±�±���������������������������������������ǯ���������������Ǥ�
��
�������������������±���������Ǧ�������Ǥ�

������������������������������������𝑣𝑣1,𝑣𝑣2Ǥ�

������ǯ�������������������������ǡ���������������������ǯ±������� 
𝑚𝑚𝑣𝑣1

 2 + 𝑣𝑣2
 2 = �o��ta�teǡ�����������������������������������������

������������°������������������������������������ǯ���������ǯ±���������
𝑣𝑣1

 2 + 1
௠

𝑣𝑣2
 2 = ܿ1Ǥ�

�����������������������������𝑚𝑚𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2 = �o��ta�te�������������
����������������������������������������°����������������������������
��������������������������−𝑚𝑚�����ǯ±��������𝑣𝑣2 = −𝑚𝑚𝑣𝑣1 + ܿ2Ǥ�

����±����𝑣𝑣1 = −1 et 𝑣𝑣2 = 0Ǥ�

���������­����������������±���������������ሺ−1; 0)���������𝑣𝑣1,𝑣𝑣2�
������ǯ±������������ǯ�������ǡ������������𝑣𝑣1

 2 + 1
௠

𝑣𝑣2
 2 = 1������������

������������������𝑣𝑣2 = −𝑚𝑚𝑣𝑣1 − 𝑚𝑚Ǥ�

��������°�������������ǯ���������������ǡ��������������������
�������������°������������������ȋ�ᬅ→ᬆ�Ȍǡ���������������
�ǯ���������������������������������ǯ�������Ǥ�

����������������������ȋ�ᬆ→ᬇ�Ȍ�������������������������������������
𝑣𝑣2��������������𝑣𝑣1Ǥ����������°�������������ǯ���������������ǡ�
��������������������������������°����������°��������ȋ���������������
���Ȍǡ������������������������²����������ǡ����±����������������
��±�±��������������������ǯ��������������Ǥ�

���������°��������ȋ�ᬇ→ᬈ�Ȍǡ���������������������������ǡ�����������
ȋ�������������������������Ȍ��ǯ±��������𝑚𝑚𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2 = ����ǡݐݏ𝑛𝑛݋ܿ
����������ǯ����������������ȋᬈȌ���������������������������������°��
���������°��������������������������ǯ�����������������������������
������−𝑚𝑚�������������������������°�������������������²����������Ǥ�

�������±�±�ȋ���±��������Ȃ�����������������−𝑚𝑚Ȍ������±�±�±������ǯ��
�����������������������������������������������������ǯ����������������
����������������������������������������������������𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣1�ȋ������±�
����������������Ǧ������ȌǤ�������������������������±�°�������������
���������������±���������������������������������������������������
��������������������Ǥ�

����������������������°��ǡ����Ǽ��������ǽ�����������ǡ����������������𝑚𝑚ǡ���������������������������
�������������ǯ�������Ǥ�

�
ʹ������ǣȀȀ���Ǥ�������Ǥ���Ȁ�����ǫ�α����	�������

ξ𝑚𝑚�

ͳ�

𝑣𝑣2�

𝑣𝑣1�

ξ𝑚𝑚�

ͳ�

𝑣𝑣2�

𝑣𝑣1�

ͳ�

ʹ�

͵�

Ͷ�

ͷ�

͸�



Januar 2021 Ausgabe 145 9

BulletinBulletin

Januar 2021 Nummer 145 9

�����

𝑀𝑀𝑘𝑘 =
1

ሺ𝑚𝑚 + 1)𝑘𝑘 (𝑚𝑚 − 1 2
−2𝑚𝑚 𝑚𝑚 − 1)

𝑘𝑘
=

1
ሺ𝑚𝑚 + 1)𝑘𝑘 ܰ𝑘𝑘 �

�����������������������ܰ�±�����𝑚𝑚 − 1 േ 2iξ𝑚𝑚ǡ�������������������������൬ 1
iξ𝑚𝑚൰����൬ 1

−iξ𝑚𝑚൰ǡ������������

ܰ𝑘𝑘 =
1

2𝑚𝑚 (
1 1

iξ𝑚𝑚 −iξ𝑚𝑚
) ∙ ൭

൫𝑚𝑚 − 1 + 2iξ𝑚𝑚൯
𝑘𝑘

0

0 ൫𝑚𝑚 − 1 − 2iξ𝑚𝑚൯
𝑘𝑘൱ ∙ (

𝑚𝑚 −iξ𝑚𝑚

𝑚𝑚 iξ𝑚𝑚
)�

����������������������������������ǡ��ǯ����������������������Ǩ�

�������������±�ʹ���±�����������±������±�±���������������������������������������ǯ���������������Ǥ�
��
�������������������±���������Ǧ�������Ǥ�

������������������������������������𝑣𝑣1,𝑣𝑣2Ǥ�

������ǯ�������������������������ǡ���������������������ǯ±������� 
𝑚𝑚𝑣𝑣1

 2 + 𝑣𝑣2
 2 = �o��ta�teǡ�����������������������������������������

������������°������������������������������������ǯ���������ǯ±���������
𝑣𝑣1

 2 + 1
௠

𝑣𝑣2
 2 = ܿ1Ǥ�

�����������������������������𝑚𝑚𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2 = �o��ta�te�������������
����������������������������������������°����������������������������
��������������������������−𝑚𝑚�����ǯ±��������𝑣𝑣2 = −𝑚𝑚𝑣𝑣1 + ܿ2Ǥ�

����±����𝑣𝑣1 = −1 et 𝑣𝑣2 = 0Ǥ�

���������­����������������±���������������ሺ−1; 0)���������𝑣𝑣1,𝑣𝑣2�
������ǯ±������������ǯ�������ǡ������������𝑣𝑣1

 2 + 1
௠

𝑣𝑣2
 2 = 1������������

������������������𝑣𝑣2 = −𝑚𝑚𝑣𝑣1 − 𝑚𝑚Ǥ�

��������°�������������ǯ���������������ǡ��������������������
�������������°������������������ȋ�ᬅ→ᬆ�Ȍǡ���������������
�ǯ���������������������������������ǯ�������Ǥ�

����������������������ȋ�ᬆ→ᬇ�Ȍ�������������������������������������
𝑣𝑣2��������������𝑣𝑣1Ǥ����������°�������������ǯ���������������ǡ�
��������������������������������°����������°��������ȋ���������������
���Ȍǡ������������������������²����������ǡ����±����������������
��±�±��������������������ǯ��������������Ǥ�

���������°��������ȋ�ᬇ→ᬈ�Ȍǡ���������������������������ǡ�����������
ȋ�������������������������Ȍ��ǯ±��������𝑚𝑚𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2 = ����ǡݐݏ𝑛𝑛݋ܿ
����������ǯ����������������ȋᬈȌ���������������������������������°��
���������°��������������������������ǯ�����������������������������
������−𝑚𝑚�������������������������°�������������������²����������Ǥ�

�������±�±�ȋ���±��������Ȃ�����������������−𝑚𝑚Ȍ������±�±�±������ǯ��
�����������������������������������������������������ǯ����������������
����������������������������������������������������𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣1�ȋ������±�
����������������Ǧ������ȌǤ�������������������������±�°�������������
���������������±���������������������������������������������������
��������������������Ǥ�

����������������������°��ǡ����Ǽ��������ǽ�����������ǡ����������������𝑚𝑚ǡ���������������������������
�������������ǯ�������Ǥ�

�
ʹ������ǣȀȀ���Ǥ�������Ǥ���Ȁ�����ǫ�α����	�������

ξ𝑚𝑚�

ͳ�

𝑣𝑣2�

𝑣𝑣1�

ξ𝑚𝑚�

ͳ�

𝑣𝑣2�

𝑣𝑣1�

ͳ�

ʹ�

͵�

Ͷ�

ͷ�

͸�

�������������������������������������

𝑣𝑣2 ՜
1

ξ𝑚𝑚
𝑣𝑣2�

�±���������������������±������������������������ǯ��������
������������ ��ǯ±��������

𝑣𝑣1
 2 + 𝑣𝑣2

 2 = 1�
������������������������−𝑚𝑚��������������������������
−ξ𝑚𝑚 �����ǯ±��������

𝑣𝑣2 = −ξ𝑚𝑚 𝑣𝑣1 + ݄�

������������������������ǯߙ������������������������������
������−ξ𝑚𝑚��

ߙ = ar�ta� ( 1
ξ௠

)�

�����±��°�������̵�����������������������������������������������������±�����±���������������������������
����������������−ξ𝑚𝑚����������²�������������������������ȋߙ�������������������2�������������������ͳȌǤ�

���������������������������������ܮ�������������±�����������������±��������������𝑛𝑛�����������������

ܮ = 𝑛𝑛 ∙ = ߙ2 𝑛𝑛 ∙ 2 ar�ta� ( 1
ξ௠

)�

���������������ǯ�����������������������������������������
���������������������������𝑣𝑣2 = 𝑣𝑣1��������������±�����
�ǯ�������±��������������������������������������������������
�������������������������������������������𝑣𝑣2 = 1

ξ௠
𝑣𝑣1�����

������������ǯ������������������������ar�ta� ( 1
ξ௠

) = �Ǥߙ
����������������ǯ�������������������������������������
�Ǥߙ���������±

ߙ = ar�ta� ( 1
ξ௠

)�

����������±�������������������2Ɏ ��������±����������𝑛𝑛�
������ǯܮ����������������������� = 𝑛𝑛 ∙ ����������  ߙ2
������������Ǥߙ����������������±���������2
����������������ߙ��������������������±���������2����������
�±����������������������±�����������������interdit�������
��������±�±������������ǡ�
༦� ���������±�������ǯ����������������������������������

�����Ǧ��ሺ�i� 1)ǡ ߙ��������±��������������
༦� ���������±���Ǧ�����������ǯ�����������������ǡ������

����������������ȋ���Ǥ�ʹȌǤߙ�������������������±��������2

�
Montrons que ૈ = ܕܑܔ

𝒎𝒎՜ஶ
( ࢔

ξ𝒎𝒎
)  

2Ɏ − ߙ2 ൑ ܮ ൑ 2Ɏ   ฺ    Ɏ − ߙ ൑ 𝑛𝑛 ∙ ߙ ൑ Ɏ  ฺ  ஠
ఈξ௠

− 1
ξ௠

൑ ୬
ξ௠

൑ ஠
ఈξ௠

 ��

����������������������������������������ฺ  1

ξ௠∙ୟ୰ୡ୲ୟ୬( భ
ξ೘

)
∙ Ɏ − 1

ξ௠
൑ ௡

ξ௠
൑ 1

ξ௠∙ୟ୰ୡ୲ୟ୬( భ
ξ೘

)
∙ Ɏ��

������ �i�
௠՜ஶ

(ξ𝑚𝑚 ∙ ar�ta� ( భ
ξ೘))  = ด

௛ୀ భ
ξ೘

�i�
௛՜଴శ

൫౗౨ౙ౪౗౤ሺ೓)
೓ ൯ = �i�

௛՜଴శ
൬

೓ష భ
య೓యశೀ൫೓ఱ൯

೓ ൰ = 1ି�

������ �i�
௠՜ஶ

( 1

ξ௠∙ୟ୰ୡ୲ୟ୬( భ
ξ೘

)
) = 1ା������ �i�

௠՜ஶ
( 1

ξ௠
) = 0ା�

������� �i�
௠՜ஶ

( ௡
ξ௠

) = Ɏ�

ͳ�

𝑣𝑣2�

ͳ� 𝑣𝑣1�

�ߙ �ߙ

�ߙ�ߙ
�ߙ�2ߙ

�ߙ

ͳ�

𝑣𝑣2�

𝑣𝑣1ߙ��
�ߙ

�ܮ

ͳ�

�ߙ
�ߙ

�i�. 2�

�ߙ�ߙ
�ߙ

�i�. 1�



10 Numéro 145 Janvier 2021

VSMP — SSPMP — SSIMF

Tentons de montrer que si 𝒎𝒎 = ૚૙૛࢑, ࢑ א Գכ alors  ࢔ = ൣξ𝒎𝒎 ڄ ૈ൧ . 

�����������ǡ����𝑚𝑚 = 10′000���������  𝑛𝑛 = ሾ100 Ɏሿ = 314ǡ����𝑚𝑚 = 1′000′000���������𝑛𝑛 = 3141ǡ�ǥ��
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Annexe 1, programme informatique en pseudo-code 
PROCEDURE Chocs 
 p1 := 800 , v1 := -1 -- positions en pixels et vitesses en 
 p2 := 400 , v2 := 0 --      pixels/dt des deux boules 
 dt := 1/32 , n := 0 , r := 20 -- unité de temps, nb chocs, rayon boules 
 LIRE(m)      -- masse de la boule 2 
� DANS FENETRE_GRAPHIQUE_2 -- dessine le secteur rouge 
  CERCLE((250,250),250,0,-ATN(1/RACINE(m)),ROUGE) 
 REPETER 
  BOULES(p1,p2,r) -- dessine les boules dans une fenêtre 
  SI p2 <= r ET v2 < 0 ALORS -- choc contre le mur 
   v2 := -v2  -- v2 change de signe 
   n := n + 1  -- un choc de plus 
   ECRIRE(n,v1,v2,p1,p2) 
   ESPACE_PHASE(v1,v2,n,m) -- dessine dans l¶espace de phase 
  SI p1 ± p2 < 2*r ALORS -- choc entre les deux boules 
   nv1 := ((m ± 1)*Ԝv1 + 2Ԝ*Ԝv2) /(m + 1) -- modification des vitesses des 
   v2 := (2Ԝ*ԜmԜ*Ԝv1 - (m ± 1) Ԝ*Ԝv2) Ԝ/Ԝሺm + 1) --      deux boules 
   v1 := nv1 
   n := n + 1 
   ECRIRE(n,v1,v2,p1,p2) 
   ESPACE_PHASE(v1,v2,n,m) 
  p1 := p1 + v1 * dt , p2 := p2 + v2 * dt -- mise à jour de la position des boules 
 JUSQU’À CE QUE v2 > 0 ET v2 <= v1  
FIN Chocs 

PROCEDURE BOULES(p1,p2,r)�
 DANS FENETRE_GRAPHIQUE_1 
  EFFACE 
  DISQUE(p1,r,r,rouge) 
  DISQUE(p2,r,r,bleu) 
FIN BOULES 

PROCEDURE ESPACE_PHASE(v1,v2,n,m)�
 d1 := 200 , d2 := 200 / RACINE(m) 
 DANS FENETRE_GRAPHIQUE_2 
  SI n = 1 
   PLACE(250+d1*v1,250-d2*v2) 
  SINON 
   TIRE(250+d1*v1,250-d2*v2) 
  DISQUE(250+d1*v1,250-d2*v2,3) 
  ECRIRE(n) 
FIN ESPACE_PHASE 
�
�����������������������������ǯ±��������ǡ������𝑚𝑚 = 100ǡ�������������������������±������±������͵ͳǤ������
������������ǡ��������������������������������������𝑚𝑚 = 101ସ�ȋ𝑛𝑛 = 31415926)�����������ǯ����������Ǥ�

Annexe 2, résolution du système 
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