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Einfithrung

Einige Eltern vermuten bei ihrem Nachwuchs ein unendliches Potential und
schicken ihn sogleich aufs Gymnasium. Die Mittelschulen wenden dann eine
Technik namens ,Renormierung” an, welche zeigt, dass dieses Potential meist
eine Frage des Blickwinkels ist. Von einem analogen, elektrostatischen Problem
soll hier die Rede sein.

Wir stiessen auf das Problem, als wir Aufgaben im Rahmen des produktiven
Ubens entwarfen. Die Idee des produktiven Ubens stammt aus der Mathematik,
wo man versucht, das drillmassige Losen von unabhangigen Aufgaben zu
ersetzen durch verkniipfte Aufgaben, die eine Gesetzmassigkeit beinhalten (1).
Die Schiilerinnen und Schiiler sollen nach der Gesetzmassigkeit suchen und
dabei gar nicht mehr realisieren, dass die Aufgabe eigentlich einen anderen
Zweck verfolgt. Ein weiterer Vorteil ist, dass Resultate, die nicht der
Gesetzmadssigkeit entsprechen, identifiziert werden konnen. Die Schiilerinnen
und Schiiler beginnen automatisch ihre Resultate zu reflektieren (2).

Wir versuchten, das Prinzip ,produktives Uben“ auf Physikaufgaben,
insbesondere aus der Elektrostatik, zu iibertragen. Die Idee war, auf der x-Achse
in regelmdssigen Abstinden Punktladungen zu platzieren und die elektrische
Feldstarke oder das elektrische Potential im Nullpunkt zu bestimmen. Der
interessante Fall ist der, bei dem die Anzahl Ladungen nach unendlich geht. Da
die elektrische Feldstdarke quadratisch mit der Distanz abnimmt (E « 1/r2), ist
klar, dass die Summe der Feldstarken am Nullpunkt konvergiert. Betrachtet man
jedoch das elektrische Potential, welches umgekehrt proportional mit der
Distanz abfillt (¢ o« 1/r) dann divergiert diese Reihe. Dies scheint ein
Widerspruch zu sein, denn wir wissen, dass die Feldstdrke der negative Gradient
des Potentials ist. Wie berechnet man die Feldstirke, wenn das Potential
unendlich ist? Wir wollen nun zeigen, wie man diesen vermeintlichen
Widerspruch auflost, indem man den Nullpunkt des Potentials geeignet wahlt.

Problem

Die Aufgabe baut man auf, indem man zuerst eine Ladung bei -ry platziert und
das elektrische Feld im Nullpunkt bestimmen lasst. In der nachsten Teilaufgabe
setzt man eine weitere Ladung bei -2rp und lasst wiederum das elektrische Feld
im Nullpunkt berechnen. Anschliessend ldasst man die Aufgabe fiir n Ladungen an
den Punkten -ry, -2ry, ..., -(n-1)ro, -nro bestimmen (siehe Figur 1).

y

-3r, -2r, - 0

Figur 1: Problem der Ladungskette. Die Punktladungen haben alle denselben Wert Q und sind an

den Positionen x = -ry, -2ry, -3rp usw. Es soll das elektrische Potential und die elektrische
Feldstiarke im Nullpunkt des Koordinatensystems berechnet werden.
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Zuletzt 1asst man, wie oben erwahnt, die Anzahl n der Ladungen gegen unendlich
gehen. Fir die elektrische Feldstarke erhalt man (3)

2
E = 1 %4— Q2+ Q2+... :;%(iz_kiz—l_iz—'“”): 1 %7[_
4y \ 1> (2r, )} (3r) 4y g\ 1P 273 Az, 1y 6
Die unendliche Reihe fiir die Feldstiarke konvergiert. Analog hétte die Reihe fiir
das elektrische Potential im Nullpunkt folgendes Aussehen

w(o)z;(g+g+g+..]_;2(1+%+%+...)

4reg\ry 2r, 3, e, \1

Die Summe stellt die harmonische Reihe dar, die bekanntlich divergiert. Wie ist
es moglich, dass das Potential divergiert, die elektrische Feldstirke jedoch
endlich ist? Physikalisch muss es einen Ausweg geben, denn wo eine Feldstiarke
ist, ist auch ein Potential.

Losung
Das elektrische Potential ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Um sie
zu geeignet auszusuchen, benutzen wir die bekannte Beziehung (4)

ﬁm(1+%+%+..+%_1ﬂ(n)j:},_

n—o

Die Zahl y = 0.57721.. heisst Euler-Mascheroni Konstante. Der Trick besteht nun
darin, von der n-ten Partialsumme den Wert In(n) zu subtrahieren. Wir
schreiben das elektrische Potential neu

#0= (3|

dre, ry\'T'i

Offensichtlich konnen wir nun das Potential fiir n — © bestimmen

o0)= 1 Llim (1 mlo) |- ;125

Are, 1y use Tl 4re, 1,

Das scheinbare Problem ist also geldst, denn bei passender Normierung bleibt
das elektrische Potential endlich.

Kontrolle

Nun mochten wir noch zeigen, dass man tatsdachlich tiber die Ableitung des
Potentials die elektrische Feldstarke erhalt. Dazu miissen wir das Potential auch
in der Umgebung des Nullpunktes (bei x) kennen. Mit der Abkiirzung z = x/ro
wechseln wir auf dimensionslose Zahlen.
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Auch diese Reihe divergiert fiir alle festen z fiir n — oo. Die Partialsumme lasst
sich durch die so genannte Digamma-Funktion 10 ausdriicken. Die Digamma-
Funktion hat folgende Eigenschaften (5)

dF(z)
v'(e)=—t V(@)= ()5 ()
V)= ()= 22
p'(n+1+z)= nJer+n_LZ+n_;+z+...+ﬁ+z//°(l+z)

Dass sie auftritt und mit der bekannteren Gammafunktion I'(z) verwandt ist,
verwundert nicht, denn sie ist bei allen negativen, ganzen Zahlen (bei den
Positionen der Ladungen) nicht definiert. Mit Hilfe der Digamma-Funktion lasst
sich die n-te Partialsumme folgendermassen schreiben:

_ 1 0, 0
= am, ro(w (n+2+1)-y(c+1),

#,(z)

Fiir grosse n ndhert sich das Potential asymptotisch dem Ausdruck

0,(2)=——Zin(n) -y (z+1),

4re, 1,

Subtrahierten wir also wie vorher In(n) von ¢,(z) und lassen dann, fiir ein festes
z, n gegen unendlich gehen, so erhalt man

#(e)=———L2y(z+1).

4rg, 1,

Nun koénnen wir unser Resultat fiir den Nullpunkt iiberpriifen. Fir das
elektrische Potential am Nullpunkt erhalt man

#0)=-——Lyon)=—1-2,,

4re, 1, 4rg, 1,
Die elektrische Feldstérke ist der negative Gradient des Potentials

dx 4re, 1, dx

E(x)= dglx)__1 0 w'(z+ 1)% .
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2
Mit 1//1(1): % (5) erhélt man fiir die elektrische Feldstarke

2
B0)- 2%
e, 1, 6

in Ubereinstimmung mit dem obigen Resultat.

Der Verlauf des elektrischen Potentials und des elektrischen Feldes lasst sich
numerisch einfach bestimmen (Figur 2).
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Figur 2: Das elektrische Potential (ausgezogene Linie) und die Feldstirke (gestrichelte Linie)
einer langen Ladungskette auf dem negativen Ast der x-Achse. Zur numerischen Berechnung
wurden 500 Ladungen benutzt und die Distanz zwischen den Ladungen betrug ro = 1 m. Die
Vorfaktoren des elektrischen Potentials und der elektrischen Feldstirke wurden 1 gesetzt, so
dass das Potential und die Feldstérke die vertikale Achse ungefahr bei y und bei 7%/6 kreuzen.

Diskussion

Wir haben uns die Aufgabe gestellt, das elektrische Potential im Nullpunkt einer
unendlich langen Kette von dquidistanten, identischen Punktladungen auf dem
negativen Ast der x-Achse zu bestimmen. Die Losung fiihrt iiber die harmonische
Reihe, die bekanntlich divergiert. Zihmen kann man das Potential indem man die
asymptotische Entwicklung der Reihe studiert und den geeigneten Term In(n)
von der Summe subtrahiert; indem man also die Freiheit ausniitzt, dass ein
elektrisches Potential nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.
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