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Verteilen von Objekten auf Schubladen

Pietro Gilardi, MNG Ré&mibiihl

Zusammenfassung

n Objekte werden auf m Schubladen zuféllig verteilt. Wie gross ist
die Wahrscheinlichkeit, dass in jeder Schublade mindestens ein Objekt
liegt?

Das Problem wird zuerst rekursiv gelost. Aus der rekursiven Formel
wird dann eine explizite Formel hergeleitet.

1 Einfiihrung

In der Schule wird folgendes Problem behandelt:

n Objekte werden auf m Schubladen zufillig verteilt. Jemand 6ffnet eine
Schublade. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Schublade nicht
leer ist?

Sei X die Anzahl Objekte in der Schublade. Es gilt:

p(XZl)zl—p(XzO)zl—(mT_l>n

Da die Schublade zufillig gewéhlt ist, konnte man denken, dass diese Zahl
auch die Wahrscheinlichkeit ist, dass keine Schublade leer ist. Der Fall n =
m = 3 wiederlegt dies:

1\?
Die Wahrscheinlichkeit, dass keine Schublade leer ist, ist 3! <§> = —.

19
Die obige Formel liefert hingegen die Wahrscheinlichkeit 77

Die Formel fiir die Wahrscheinlichkeit, dass keine Schublade leer ist, ist im
allgemeinen Fall komplizierter und wird unten hergeleitet.

2 Rekursive Formel

Man betrachte folgende Bezeichnungen:
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o A™ : Jede der m Schubladen enthélt mindestens eines der n Objekte,
m>2,n>1.

e B;": Die erste der m Schubladen enthélt £ Objekte.

e p(m,n) = p(A) ( Wahrscheinlichkeit von A")

w1 (1) 12 (l)’

Fiir m > 3 kann einer der folgendenden (n — 1) Félle eintreten:
Die erste Schublade enthélt & Objekte und die restlichen (n — k) Objekte
werden auf die restlichen (m — 1) Schubladen verteilt, 1 < k < n—1. Es gilt:

Fiir m = 2 gilt:

plm.n) = " p(BY) - plm — Ln — k)

Die Wahrscheinlichkeit von Bj* ist leicht zu bestimmen. Es gilt:

n I\* /m—1\""
B") = — N
o= () G) (50)
Somit sieht die Rekursionsgleichung wie folgt aus:

- 30) (o) ()

k=1

3 Explizite Formel

Die rekursive Berechnung von p(m,n) ist selbst fiir ein CAS-Programm wie
MAPLE aufwendig. Um die explizite Formel fiir p(m,n) zu bestimmen wer-
den zuerst p(3,n), p(4,n) und p(5,n) explizit bestimmt. Es gilt:

-5 0) ¢ () s

k=1

Fiir p(2,n — k) wird der hergeleitet Ausdruck eingesetzt:

=50 6 ()7 (6)7)
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Wenn die Klammern aufgelost werden, bekommt man:

SRHIOIOREHIOIONON

00 QB0

Das Summenzeichen lésst sich eliminieren, indem man folgende Formel be-

—_

nutzt: N
(Z) Y= (e y) =ty
Es gilt: .
R ORORTOR R0

)
" 2\" 1\" 2\" 3\"
3n)=3-(=) —3.-(2 1=3.(2) —3.(Z2 2
rom=o-(5) -3 (5) +1=2:(5) -2 (5) +(3)
Analoge Berechnungen fithren zu:
" 2\" 3\" 4\"
4n)=—-4-[= AZ2) =4 (2 Z
= (y) o (3) - (5) ()
b5n)=5-(=-] —10-| = 10- (=] =51(= =
o= (5) 0 (5) 0 (5) - (5) )
Es liegt die Vermutung nahe:

plim,m) = (—1)”@2}(—1%(2) ()

1

4 Beweis

Die explizite Formel wird mit vollstdndiger Induktion bewiesen.

e Fiir m = 2 ist der Fall klar.
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e Induktionsschritt

Mi

m—|—1 n

1 ( ) <m+1>k (mri 1>n_kp(m,n—k)
) T

pmh ;< ) <m+1) (an) 1)’”2(—1)@‘(7) (./
T

(L) = (—1)" zi: (m)( ) (m+1>k<mil)nk
T

o=y ()2 () ) ()
T

z<><<> ()

7

B
I
—
~.

>
Il

Der Koeffizient von

n
) wird mit a; bezeichnet. Man muss zei-

m+ 1
gen:
, 1
ai:(—1)m+1(—1)l<m_+ > 1<i<m+1
1
Der Term ﬁ) kommt in jedem Summand mit ¢ > 1 einmal und
m

im Summand mit ¢ = 1 zweimal vor. Es gilt also

1st
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Also:
o= ()" (L m) = (<™ om = 1) = ()™ (1) 4 )
1
o= (e (M)

Der Term (L) , 1 <1 < m kommt zweimal vor. Es gilt:
m+ 1

a = (~1)" ((—Di‘1 <Z T1> - “”(T))

"= <—1>m“<—1>i<m-+ 1)

1

1 n
Der Term <&> kommt genau einmal vor. Es gilt:
m+1

m

i = 071 () (= 1)

Somit gilt:

plmtn) = <—1>m“”§<—1>’“(m2 1) <mL+1>

k=1

und die Formel ist bewiesen.
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